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PREFACE. 



Cctte quatricme el derniere Partie comprend xm seul Livre, 
consacre" a J'<iude des deux probl&mes etroitement lie's de la 
Deformation infiniment petite et de la Representation sphe- 
rigue. Co double sujet cst tin des plus allrayanls et, je crois, un 
des plus foconds de la Gdomuiric. J'esperc qu'il int^ressera les 
nomhreux Icclours f{ui in*onLfuitl 7 honneur de me suivre jusqu'au 
hout de ce lonjjj Ouvrage. 

Le Livrc VIII tout enlier a paru en juillct 1895. 
Lcs Notes el Additions qui paraissent aujourd'liut terminent 
4 la fois le Volume et POuvrage. Les irois premieres sent dues a 
raon confrere, M. fimile Picard, a MM. G. Koenigs et E. Cos- 
serat. En m6me temps qu'elles enrichissent ce Volume, elles 
constituent pour 1'auteur un t^moignage de sympathie qui lui est 
.lies plus pricieu* et qu'il pretid plaisir It earegistrer. 

II ne veut pas terminer sans adresser aussi ses plus vifs remer- 
ctments 4 MM, G. Koeaigs, C- Guichard et E. Gosserat qui out 
bien roulu Faider dans la correction des ^preuves de ce Volume 
et a ses excellents ^diteurs, MM, Gauthier-Villars, dont le con- 
eours si d^vou^ et si gclaire" lui a e"t6 d'u^ grand secours depuis 
le commencement de la publication. 



ERRATA. 



Premiere Partie. 

Page i/|3, ligne 3 dc la Note, au lieu de Collingen lisez Gottinger. 
Page 34 1, liguc a, au lieu de Ho, lisez 81. 

Deuxieme Partie. 

Page 5o, dans la deuxi6me ligne du determinant, au lieu de $?[/), lisez yip. 
Page 100, ligno 5 en remontant, a lieu de liquation (i), lisez liquation (2). 

Page i4> formulc (8), au lieu de -J^ dans la seconde ligne, lisez -r 



Page 3io, formule (64)? au Iteu de (a u Uses (a M). 

Page 4^7, dans les trois premieres formules, au lieu de U-j-A, lisez aU + a/t. 

Troisieme Partie. 

Page 89, ligne t3, au lieu de en B', lisez en B',. 

rage 93, ligne .3 dans la formule, au lieu de % ~ (,), li*e* f ^(g 

Page g4 7 formule (2), m6me correction. 

Page a86, ligne 3, au ft'ezi c?e applicable lisez applicables. 

Page 295, ligne x3 y au lieu de 692, lisez 6g3. 

Page 332, ligne 5, au lieu de 692, lisez 693. 

Page 3g8, ligne 12, au lieu de (u)> 1&&& (10). 

Page 47 3 ? Hgne 3 en remontant, lisez B = o. 

"Page 473, dernidre ligae, li$ez A = o. 



VIII ERRATA. 

Quatrieme Par tie. 

Page 46> derniere ligne, supprimcz le signe . 

Page 89, derniercs lignes, au lieu de etudiee, lisez etudie. 

Page i5i, dans le i er mcmbre de Tequation (a4) au lieu de dC( tf\,, lines <H\ </X',. 

Page a5a, ligne 19, au lieu de phriqucs, Uses sphcri(jues. 

Page 267, ligne 5, ajoutez &> a apres r a . 

Page 869, ligae 12, au lieu de x, y, lisez X, Y. 

Page 406, ligne ao, au lieu de p,, p a , ..., Ibess P 3 , p,, ---- 

Page 463, Equation (.'ia), z^ ^('ew de p, /z^s p . 



Page 477? lig n< s JtS* remplacez au numerateur le signe H- rfw milieu par 
igne . 
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NOTES ET ADDITIONS. 



NOTE 1. 



SUR LES MfiTHODES D'APPROXIMATIONS SUCCESSIVES DANS LATHfiORIE 

DES EQUATIONS DIFF&RENTIELLES ; 

PAR M. foiiLE PICARD. 



J'ai consacre plusieurs Memoires a Papplication de m6lhodes 
d'approximations successives pour d6montrer Pexistence et faire la 
recherche des inlSgraies de certaines equations dift&rentielles, quand 
des conditions aux Jimites sontdonn^esquidefinissent ces integrates. 
Ces mthotlcs a'appliquent aux Equations differentielles ordinaires 
comme aux Equations aux d6rivees partielles, maispour cesdernieres 
les conditions d'application sontbien diflUrentessuivanlque les Equa- 
tions consid^r^es appartiennent au type elliptiqueou au type hyper- 
bolique. Les premieres se rencontrent surtout en Physique mathe- 
malique et dans la th^orie des fonctions; je ne m'en occuperai pas 
dans cette Note ( l ). Relalivement aux Equations du type hyperbo- 

(') Relativemcnt aux th^or6mcs gendraux rclatifs b. ce cas, nous ^noncerons seu- 
lement la proposition suivante (Journal de r$cole Potytechnique, 1890). Soit 
liquation lin^aire 



dy* 

06 les coefficients sonl des fonciioas analytiques des deux variables r<5ellcs oc 
t y : toute integrate de cette equation bien de'terminee et continue ainsi gue 
se$ diriv&es parttelles des deux premiers ordres dans une region du plan pour 

laquelle 
^ B"AC<o 

est une fonction analytique detc et y. II est clair qu'il peut en Sire autremeat 
<(aas ne region oti B ACsertit poitif. 

0. - IV. ' 23 
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lique, 1'utilite de ces methodes est d'une double nature. Elles per- 
mettent d'abord de faire la recherche des integrates en supposnnt 
les equations differentielles definies seulement pour les valours reelles 
des variables, et en faisant ainsi le minimum d'hypolheses sur ces 
equations; c'est la un point d'un certain interet philosoplnque. 

Une consequence pratique en clecoule; on obtienl, en general, 
pour Jes integrates un champ de determination plus rtcndu qu'avec 
les methodes fondees sur J*emploi de fonctions majoranlcs quand ces 
methodes sont applicables. 

1. Rappelons d'abord, sans y insister, les resultats relatifs a uno 
equation ordinaire du premier ordre 



Si /(**, jO est une fonction reelle et continue des deux variables 
reelles x et y, quand celles-ci varient respectivement dans les inter- 
valles 



et si, de plus, il existe une constante positive k telle que 



jc, y et y ->r Aj <tant les intervalles indiqu^s, et qifenfin M (iesigne 
le maximum de la valeur absolue de f(&,y) dans ces mernes inter- 
valles, les approximations successives donnent 1'integraJe de liqua- 
tion prenant pour ^ = ^ la valeur y , sous forme de serie conver- 
gente dans 1'intervalle (^? p, ^o^~p)) en d6signant par p la plus 
petite des deux quantit^s ( 4 ) 

(,) a l |- 

M. E. Lindelof, qui a tres heureusement approfondi cetle 



() Nous avons suppos^ la fonction /(#, y) d<finie seulement pour les valeurs 
rcSelles de us ely. Dans le cas ohf(as t y) est une fonction analytique de actly, 
holomorphe dans les cercles de rayons a et b trace's rcspectivement autour de 
points or et J 0? el en d^signant par M le module maximum dc / dans ces 
cercles, les approximations successives permettent d'obtenir I'int&grale preaaat 
pour & = X Q la valeur y sous forme de se*ric convergenie dans un cercle de 
rayon p autour de & (en designant par p la meme quantity que ci-dessus). La 
m^thode des fonctions majorantes don ne un champ de convergence moins^tendu. 
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lion (Journal de Math., 189/4), a meme indique un autre champ de 
convergence qui peut quelquefois etre plus etendu que le precedent. 
Designons par M la plus grande valeur absolue de /(#, j ), quando? 
varie de #<, a a # + a ; un champ de convergence assuree est Tin- 
tervalle (d7 p', #o -*- p')> en d<signant par p' ia plus petite des deux 
quan tites 

<a> c. il 

et p' peut dans certains cas depasser p. 

II n'est pas sans interet de rappeler que la premiere methode de 
Gauchy, telle que nous la connaissons par les legons qu'a redig^es 
M. Moigno, et qui a 6t6 depuis reprise par M. Lipschitz, methode 
dont le principe est de considerer liquation diiTerentielle comme 
une equation aux differences, dcfmissait precisement Pintegrale dans 
rintervalle correspondaut a (i). 

2. Considerons maintenant une equation aux derivees partielles de 
la forme 



Les approximations successives permettent, entre autres problmes, 
de former Pint<grale d'une telle Equation se reduisant, pour a?==a? , 
a une fonction donn^e de y, et j>our y = 7 a a une fonction donnSe 
de ^?. Je prendrai d'abord le cas de 1'equation lin^aire 



. dz 



od a, b, c sont des fonctions des deux variables r^elles ^? et y. Nous 
les supposerons continues & Pint^rieur et sur le p^rim^tre d'un rec- 
tangle R de c6ts a et ^ parallMes aux axes et dont (# , y Q ) sera le 
sommet de moindres abscisse et ordonn^e. On veut trouver Pint^grale 
de cette Equation se r<5duisant pour/ = j & cp(#) et pour ^? = ^? & 
ty(y)* La fonction y(^) est continue de # a # -t- a, et ty(y} est con- 
tinue de / ^ Jo-*- P; on a, bien entendu, <p(,a? ) =; ty(y 9 ) et les deux 
fonctions ^et^ontdes d^riv6es premieres continues. 
lEnvisageons, en premier lieu, liquation 



356 NOTES ET ADDITIONS. NOTE I, PAR M. . PICARD. 

ou /(#, y) est une fonction donnee. La fonction 
<* x /*y 



n~ y 
f(x, 

-. so 



est 1'integrale de cette equation s'annulant, pour x = ,r , quel que 
soil y, et pour y=-y^ quel que soil #, Ceci pose, nous formoas les 
equations successives 



. -- . . 
dx dy 

On integrera la premiere equation en cherchant son int^grale z l se 
reduisant a y(x) poury = y eta ty(y] poura?=:5?o> integrale qui est 
visiblement 



Pour toutes les autres fonctions s /t (w > i), elles sont supposces so 
reduire a zero pour x = ^? quel que soil j, et pour y ^ ^ quel que 
soit x. 

Nous allons montrer dans un moraent que les series 

Z[ H- Z$ 4- ... -+- w 4- . . . . 



-u . -, j_ 

_^_,...,_^.,. 

uniformdment convergent^ dans le rectangle R* Ge point 
admis, on voit sans peine que la fonction 



est Vint&grale cherche'e. On tire, en effet, des 



. i 



/* r y r^ 
i ^ L 
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<Toti Ton conclut a la limite, en s'appuyant sur la convergence uni- 
forme des series 6crites plus haul, 



'*o ^ro 
et enfin 



^^ ,dz 

= a-. h b- h cZ. 



dx dy dx dy 

Abordons done la question de convergence. Je designe par M le 
maximum de 



dans R, et par k le module maximum de a, b, c dans ce meme rec- 
tangle, et je considere le systeme 



i 

[ jf" 
"~> " 



tous les u s'annulant pour x-=-x^ quel que soit y, et pour y -=/ 
quei que soit x. 
Si nous prouvons la convergence uniforme de la s^rie 

(3) HI-H MJ-H...H- M^ +-..., 

la convergence de la s6rie des z en rdsultera imm^diatement, car 
|. Or, soit 



on aura 

v " . , 

ox dy 

_ Wt 

~ IF 



^ u 
dy 7t 



Si la srie des w est convergente, la s&rie 
(4) 
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reprsentera 1'integrale de Tequatlon 



, 

v ' dxdy dx dy 

s'annulant pour x = x^ quel que soil /, et pour j= ( y , quel que 
soit x. Or si nous montrons que, pour ['equation precedents, I'inle"- 
grale satisfaisant a ces conditions initiates, est une fonction holo- 
morphe de k pour toute valeur de k, la convergence de la serie (3) .sera 
Stabile, car cette integrate devra necessairement avoir la forme (4). 

Or Fequation(5) est facile a discuter. Prenant ar = ^ =:o, nous 
poserons 

U 

Liquation (5) devienl 



(6) - =(/c2-h /c) V 

ox oy 



L'application des approximations successives a cette derniere equa- 
tion est immediate. On a a considerer les equations 



tous les V s'annulant pour ^? = o, ainsi que poury=o* En d^slgnant 
par N la valeur absolue maxima de V dans R, on aura 



d'ou Ton d^duit de suite la convergence de la sine 



qui repr^sente Pint^grale cherche"e de liquation (6), La m^thode des 
approximations successives donne done pour liquation (6) uue sirie 
convergente^ quand (&> y) est dans R. Ghacun des termes de cette 
s6rie e&t une fonction holomorphe de k> et la s^rie converge unifor- 
mement, quel que soit A 1 , dans un domaine fini quelconque du plan 
de cette variable. L'integrale Y de (6) est done une fonction entire 
de k, et il en est alors de me'me de 1'integrale U de (5), com me nous 
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voulions 1'etablir. Les memes raisonnements sont valables pour les 
series formees avec les derivees partielles du premier ordre. 

3. Passons an cas de Pequation non lineaire 

^!f_ = F / *,*\. 

ox ay \ dx dy / 

Nous abregerons Pexposition, sans diminuer la generalite, en suppo- 
sant que 3 = pour x = o, et aussi pour y = o. II suffit evidemmenl 
pour cela de remplacer z par s -+ [(a?) ~h fy(y) T(^O)] Ceci pose, 
nous adrnettons que la fonction 

FOr^s.^P) 

est continue quand (&,y) est dans R, quand s vane entre a et 
H a, et que u et r varient entre - b et 4- & De plus, pour 5?, jy, ,s, 
/:/ et p dans ces intervalles, on a 



les A: tant des constantes positives. Soit enfm M le maximum de la 
valeur absolue de F dans la region ou cette fonction est deiinie. 
On consiclere les Equations successives 



les s s'annulant tous pour # = #<>, quel que soit /, et pour y 
quel que soit #. On sera assur6 que 



reslent compris dans tes limiles indiqu^es, si (^?,/) est a Fint^rieur 
d 1 un rectangle compris dans R, ayant pour sommet (# 0? y Q ), et dont 
les c6ts p et p ; satisfont aux in^galites 

(7) Mpp'<a, Mp<^, M? r <b. 

Nous supposerons d'ailleurs que p et p' sont au plu$gauxauxc6t6sa 
et p du rectangle R. 
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Dans ces conditions la serie 



representera 1'integrale cherchee. On est, en effet, ramene imm6dia- 
tement au cas de 1'equation lineaire, en considerant les equations 



dx dv 



*i) -F/% v ~< ^i/:^M-Ff;r y o o o} 

- A I * /Y *! ? ^ ? ^T^ J ^^ A v * r ? l 'j "j u / 

. \'* /1 *'ylxi/)ij > / t . i * ' f ' 



et en leur substituant les Equations Hneaires 



La convergence de la suite deduite de ces dernieres equations en* 
tralne immediatement la convergence de la serie des z dans le rec- 
tangle (p, p'), et le probleme est par suite resolu. L 9 integrate est d$- 
terminee dans le rectangle (p, p'). 

k. II est remarquable que, dans la question precedente, les limites 
trouvees pour p et p' ne dependent pas des constantes A\ II faut 
cependant que Ton soit assure de Pexistence de ces constantes pour 
que le raisonnement soit valable. Un cas int6ressant est celui oil la 
fonction 



serait d6termin6e et continue pour toute valeur r&elle de ss t u et v [le 
point (#, 7) etant dans le rectangle R] et ou cette fonction aurait des 

derivees premieres 

dF dF d 



restant en valeur absolue moindre qu'un nombre fixe dans les meraes 
conditions. 

Nous n'aurons pas alors a nous pr^occuper des in^galit^s (7), 
puisque la fonction F est determin6e pour toute valeur de s, u, v\ par 
suite, dans ce cas, la serie reprtsentant Vintegrale cowergera 
dans R. 
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Ainsi, par exemple, Fequation 

d*z dz 7 dz 

- r = a 1- b -, he sin 3, 

dxdy dx dy ' 

oil #, b, c sont des fonctions continues de # et y dansle rectangle R, 
admettra ce rectangle meme comme champ de convergence pour la 
serie donn6e par les approximations successives. On sait que 1'equa- 
tion 



dx dy 



= sin 3 



se rencontre dans la theorie des surfaces a courbure constante, et, 
dans ses lemons de Geomtrie diff&rentielle, M. Bianchi s'est servi des 
approximations successives appliqudes a cette equation pour trailer 
un int^ressant probleme de Geometric. 

5. Bien d'autres problemes concernant les equations prece"dentes 
pourraient etre traites par une autre voie analogue. Pour indiquer au 
moins un nouvel exemple reprenons 1'equation 



d*x 

~\ "\ - 
dx dy 



, 
dx 



dz 
> 1- cz, 



et construisons sur Qoo et Qy (Jig. 89) le carre OABC de cdtes 
OAOC = a, 

Fig. 89. 




9 R A 



que nous d6signerons par R. On se donne la valeur d'une integrate z 
sur OA et sur OB; on aura ainsi 



z = 



pour 
pour 



f(x) et <p(#) sont deux fonctions continues ainsi que leurs de>iv6es 
du premier ordre; elles sont definies de #:=o a o? = a, et Ton a, 
bien entendu,/(o) =p(o). L'int6grale de liquation 
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satisfaisant a ces conditions initiates, sera evidemment 



Ensuite, en designant par P(#,y) une fonction donnee de x et de/ 
dans le carre R, Tintegrale de 1'equalion 



dx Oy 
s'annulant sur OA. et sur OB, sera 



u= f y dr { f* 

ty n ^ V 



le champ d'int^gration est le rectangle MPQR, en designanl par M 
le point (#*, y). 
Formons alors, comme precedemment, le systeme 



fr 
j 

H-C^/t-i 



, 

<?.<? Oy 

On integre la premiere avec les conditions 

Si^f(x) pour ^ = Q et 1 =cp(a7) pour yzz$, 
et pour n superieur a un, on prend 

,s /2 =s o pour y = o et z n = o pour y zzx* 

Des considerations analogues a celles que nous avons employees 
ci-dessus permettent aisdment d'^tablir que la se>ie 



converge uniform^ment dans R, et represents Tintigrale cherchie, 

6* Comme exemple d'^quations d'ordre sup6rieur au secood, pour 
lesquelles s'appliquent sans difficult^s les methodes pr^cedentes, je 
citerai les equations suivantes ^tudi^es b. ce point de vue par M. De* 
lassus dans un des Chapitres de son interessante these (voir aussi 
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Comptes rendus, i8g,3). Ce sont les Equations d'ordre n de la forme 



= O, 



"* K dtfdy* 

avec les conditions suivantes : 

z = o, i, ...,p 
= o, i, ..., q 

et en supposant A^ i. 

7. Je voudrais maintenant considerer des equations pour lesquelles 
on ne puisse appliquer la methode precedente d'approximations. II 
n'est pas difficile de trouver de tels exemples, nous n'avons qu'a 
prendre Fequation du premier ordre 

/n . dz , . dz 

(8) , = a(&, y) - 

Supposons qu'on veuille trouver Tint6grale de cette Equation se r6- 
duisant, pour # = # , a une fonction donn6e F(j). On peut former 
les equations suivantes 



, 
dx * ' dy 

z t prenant pour^r=r^? la valeurF(/) ? et les autresss'annulantiden- 
tiquement pour cette valeur de #. Mais on voit que Ton ne pourra 
former les fonclions s^ . . ., s n , . . , que si F(/) et a(x^ y) ont des 
d^riv6es partielles de tout ordre par rapport a y, et la convergence 
du d^veloppement ne peut &tre tablie que si Ton suppose que F(/) 
et a(X) y) sont des fonctions analytiques. II semble done qu'on ne 
puisse tablir 1'existence des integrates de liquation (8) qu'en admet- 
tant que a(x, y) est analytique. Quoique la question n'ait qu'un 
int&rgt th^orique, elle vaut peut-^tre la peine d'etre examinee. 

Reprenons d'abord, a cet effet, F^tude de liquation diflKrentielle 
ordinaire 
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et plagons-nous dans les hypotheses du n 1. Nous avons trouve une 
integrate prenant pour x = # la valeur j , soil 

y = F(#.# ; Jo), 

en mettant en Evidence toutes les quantites dont depend F. La fonc- 
tion F est une fonction continue de x, x* et y ; elle a une derivee 
premiere par rapport a #, mais toute la difficulte de la question qui 
nous occupe est de savoir si cette fonction a une derivee partielle du 
premier ordre par rapport a r . Or les approximations successives 
nous conduisent a la suite de fonctions 

yi, y*, ..-, y*, 
se calculant de proche en proche au moyen des formules 



r 
=y*+ I 

J J' 



et F(J?, ^ > ,7o) est la limite de y n . On peut calculer de proche en 
proche les derivees partielles 



si Ton admet seulement que /(a?, /) a une d<5riv6e partielle du pre- 
mier ordre par rapport a y. II est done bien vraisemblable que F aura 
une d6riv6e partielle du premier ordre par rapport a / - Nous le d&- 
montrerons ^l^gamment sans calculs en raitachant la question a un 
problime trait6 plus haut ; on va supposer que/(^?, y) a des d<rives 

partielles des deux premiers ordres par rapport a 7. II suffirait m&nae 
d'admettre que la d<riv<e -? sans avoir de d<rive par rapport & y, 
jouit de la propri6t6 dont jouissait la fonction appel^e/(^ ? /) au n 1, j 

Je consid&rerai, dans ce qui va suivre, x$ comme tine constante im 
m6rique et p d^signera une seconde quantity numirique, 
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1'equation aux derivees partielles 



definissant une fonction y des deux variables x et y . D'apres ce qui 
a et6 vu au n 3, nous pouvons l'intgrer en prenant les conditions 
initiales suivantes : 

y yo pour rr = a? , 

j = F(#, o? , P) pour 7o=p. 

L'integrale y de Fequation (9) sera alors completetnent determined. 
Or, on deduit de cette Equation 

!;=/<*, JO +P I*), 
ne dependant pas de/ . Or, pour y Q = (3, on a 



puisque, pouryo=:$ t y est 1'int^gralede liquation -yr=/(^r, y), qui 

prend, pour ^?=z:^ , la valeur p. La fonction P(#) est done identi- 
quement nulle, et 1'int^grale 



quenous venons d'obtenir, est Fintegrale de liquation -^ =r/(^7, y) 

prenant pour x = *r la valeur ^ ; elle est identique a la fonction 
F(^?, ^? , y ), et celle-ci a, par suite, une de>iv6e du premier ordre 
par rapport a y . 

On d^montrera d'une mani^re analogue que F(#, ^o?/o) a une 
d6riv6e du premier ordre par rapport # . On regardera J comme 
une constante num^rique, et soit a une seconde quantite num^rique. 
Nous formons liquation 

df dy 



en 1'integrant aveo les conditions initiales 

y sss^/o pour x = a?o 

,y*) pour a? ==a, 
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ce qui correspond au cas etudie (n 5). On deduit de Tequation (10) 



Q(#) ne dependant pas de # ; n voit que Q(#) est mil, en faisant 
dans cette relation ^r = a, et Ton termine comme plus haul. 

Ainsi, la fonction F(#, # > JK ) a des deriyees partieiles du premier 
ordre par rapport a # et & JKo- Or? * a relation 



peut manifestement s'ecrire 



puisque 1'integrale qui, pour la valeur 5? de la variable, prencl la va- 
leur/ aura en o? la valeur y . D'apres ce qui precede, F(.r,,,.r,y) 
est une fonction continue de x et y, et elle a des dorivces partielles 
du premiei" ordre elles-memes continues. Designonscettc fonction par 



en n'ecrivant plus la constante ,r ; nous aurons 1'integrale generale 

dy 
de 1'equation =/(^- ? y ) sous la forme 

F(#,JK) = const., 
et F satisfera a liquation aux d^riv^es partielles 



Nous avons done 6tabli Texistence d*une integrate de cette equation, 
et par suite de unites les integrates, en supposant settlement que 
f( x< >y} est continue et a des d6rivees partielles des deux premiers 
ordres par rapport a /. 

Ainsi, comme application, on peut 6tablir Texistence d 1 un facteur 
integrant pour Texpression 



en supposant seulement que la fonction P(&,y) est continue et a 
des de>ives partielles des deux premiers ordres par rapport & y. 

8. Tout ce que nous venons de dire subsistera 6videmment si les 
fonctions conside>6es, au lieu d'etre replies, sont des fonctions com- 
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plexes des deux variables reelles x et y. En particulier, le theoreme 
relatif au facteur integrant qui vient d'etre enonce s'applique aussi 
bien si Pon a 



p et q etant des fonctions reelles de x et 7, jouissant des propri^s 
indiquees. 

Une application, qui offre quelque interet, se presente immediate- 
ment. G'est une proposition elementaire, qu'une surface analytique 
pent etre represenlee sur un plan, de maniere qu'il y ait conser- 
vation des angles : on a ainsi une carte geographique de la surface. 
La demonslration bien connue de ce theoreme s'appuie essentielle- 
ment sur ce que la surface est analytique; elle revient a la recherche 
d'un facteur integrant. Avec Pextension donnee a cette derniere re- 
cherche, nous n'avons plus besoin d'admettre que la surface est ana- 
lytique. Soit une surface pour laquelle le carre de I'element lineaire 
se metto sous la forme 

d& - E <lx* 4- '2 F dx df 4- G rf/ . 

On pent, d'apres ce que nous venons de dire, d&nontrer la possibi- 
Iit6 de faire la carte de cette surface sur un plan, si les trois coeffi- 
cients E ? F 7 G sont des fonctions continues de x et y, ayant des d&- 
riveies partielles des deux premiers ordres par rapport & 7. II suffit 
mfime de supposer que les trois d6riv6es du premier ordre 

r)K dP OG 



jouissent de la propriety admise pour la fonction/(^, 7) au n 1, 

Ces conditions, un peu dissym^triques, sont suffisantes; elles ne 
sont sans doute pas toutes necessaires, mais, pour s'en affranchir, il 
faudrait trouver un autre mode de demonstration pour resistance du 
factetir integrant 
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NOTE II. 



SUR LES GfiODfiSIQUES A INTfiGRALES QUADRATIQUES; 
PAR M. G. KOENIGS. 

1. Nous nous proposons dans cette Note de developper la solution 
complete du probleme des geodesiques qui admettent plitsieurs inte- 
grales quadratiques, probleme partiellement traite dans le Tome III. 

Si Ton cherche a exprimer que la fonction 

est une integrate pour Je probleme des geodesiques clu ds* 
(a) ds* =* $\ dx dy ) 

on trouve 1'equalion (n 593, t. Ill, p. 3o) 

<,, ' 



En raisonnant comme aun593, on reconnalt que Tequation (3) se 
decompose en quatre autres, a savoir tout d'abord les Equations 

dc _ da 

fa ~3y == ' 
en sorte que Ton a 

a = X, b = Y, 

oti X ne depend que de x et Y que de/. Les deux autres Equations 
qui proviennent dela decomposition de liquation (3) s'^crivent alors 



A, ~ -2- r - 7 

oy dx 
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u encore, ce qui revient au meme, 


t, b etant definie par cette Equation, Tint^grale cp prend la forme 
nivanle 

5) C5 =r X/?'+2&;?</ 4- Y</2. 

II faut toutefois que la condition d'integrabilit dans I'int6grale (4) 
oil satisfaite, ce qui s'exprime par 1'equation 



)veloppe, cette equation devient 
6) aX 



Test precisement liquation (4x) du n 413 [II, p. 209]. Elle exprime 
. cet endroit que, si #, y ne sont pas nuls. la transformation 

dx , C dy 

- = 



mene le ds* a la forme de Liouville. 

Si Tune cles deux fonctions est nulle, tout ce qui a trait a 1'intS- 
jrale (5) persiste, mais la forme de Liouville disparait. Nous sommes 
ilors dans le cas traite au n 594 [HI, p. 3i], et le ds- se reduit par 
a transformation 

8) tf^Jte y- y (Yetantnul), 

la forme de Lie. 

A 1'^gard de liquation (6) on a remarqu6 au n 413 [H,p. 209] 
[ue, si (Xj, Yi), (X 2 , Y s ) sont deux couples de solutions de cette 
jquation, il en est de m6me du couple de fonctions 



>u a, b sont deux constantes. 

Plus g^n^ralement, si (A 4 , BJ, (A a , B s ), ..., (A^, B p ) sont p 
couples de solutions da liquation (6) et /c it k^ . .., k p des con- 
mantes, les fonctions S A/A^ S A/B^ constituent un couple de solutions. 
n. IV. 24 
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Designons, d'une facon generate, par ?, Pintegrale qui, d'aprfis les 
formules (4), (5), correspond au couple X = A,, Y = B/; Pintegrale 
correspondaute an couple (S A-/ A/, SA-,B,) sera, com me on le constate 

sans peine, 

fsrSA-/?/. 

S'il n'existe pas de systeme de valeurs des k t (si ce n'est zero) qni 
annule a la fois S&*A*, S/^-B/, nous dirons que les y> couples 
(A,, BO, (Ap, Bp) soul independants, Si les p couples sont in- 
dependants, pour aucune valeur des A** Fintegrale <p ne se reduira a 
une constante ou a 1'integrale des forces vives qui est 2 . n faudrait 

en effet que les coefficients de/? 2 etde q* fussent nuls; cela ncsc pout, 
car ces coefficients sont justement S A*, Ar el S A-/B,, qui, par hypothese, 
ne peuvent s'annuler en meme temps* 

Nous pouYons dire qu'a p couples independants des solutions de 
1'equation (6) il correspond /?integrales quadratiques independantes. 
Nous nous proposons de recliercher tons les d& donl les geodesiques 
admeltent plusieurs integrates quadratiques independantes, 

2. Ala page '21 8 du Tome II a etc posee la question de trouver 
les ds* qui admettent plusieurs reductions au type de Liouville. Les 
liens connus qui rattachent les intograles quadratiques aux formes de 
Liouvilie d ? un rfy* montrent que ce problerne et le precedent n'en 
font qu'un. Cependant, rexistence possible des formes de M. Lie peut 
faire naitre un doule. II convient de le dissiper. Si liquation (6) 
adrnet un couple de solutions unique (X, Y), la forme de Liouville 
est acquise au ds* 9 sauf le cas ou Tune des fonctions X, Y est nulle, 
car alors la forme de Lie intervient. Par centre, si ^equation (6) 



admet plusieurs couples de solutions indtpendanls, p>r, 
de Liouville est s&rement acquise au d&*. On verra merne, par la 
suite, que la reduction au type de Liouville comporte p i para- 
metres, si p est lenombre exact des couples independants de solutions 
de 1'equation (6). 

La demonstration de la proposition pr6c6dente est des plus simples* 
Quels que soient les p coefficients constants /, Tequation (6) admet 
le couple de solutions S/t/A/, S^B*. Done, si les A ne sont pas tons 
nuls et si les B ne sont pas tous nuls, Tequation (6) admet un couple 
dans lequel aucune des fonctions X, Y n'est nulle at la transforma- 
tion (7) amenera la forme de Liouville. 

Reste le cas oti toutes les fonctions A, par exemple, seraient nulles. 
L'equation (6) admet alors les couples de solutions (o, B ) (o, B f ) et 
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un calcul facile prouve que le ds* est celui du plan. Comme le ds* du 
plan possede des formes de Liouville, le theoreme est demontre. 

La forme de Liouville etant acquise aux ds* que nous etudions, 
nous pourrons prendre, comme point de depart, une forme de Liou- 
ville de ce d$* supposee connue, Dans ce cas ? on le verifie ais<ment, 
1'eqiiation (6) admetnormalement le couple de solutions (X=i, Y=J). 
Soit X, Y un autre couple de solutions; la transformation (7) fera 
passer de la forme de Liouville du ds* a une autre; pour ce motif, 
j'appelle les fonctions X, Y des coefficients de transformation du d$*. 
Cette locution abregera beaucoup le langage. Si Tequation (6)adrnet 
ejcacternent p couples independants, nous aurons, outre le couple 
(i, i) /? i autres couples (A l? B^, (A 2 , B 2 ), ..., (A^j, B^ t ) et 
rindependance de tons ces couples se traduit par ce fait qu'une equa- 
tion de la forme 

( <) ) i ( A i B t ) + . . . -h />-! C A /; _i B^j ) = o 

est impossible, sauf si les constantes k sont toutes nulles. 

La reduction la plus g<n6rale du d$* a la forme de Liouville s'ob- 
tiendra par les formules (7) qui seront ici 



^ C 

J 






Si on laisse aux constantes k toute leur gen^ralite, le ds* acquiert 
une forme de Liouville que nous appelons son type essentiel et les 
variables x 1 ^ y 1 sont les variables essentielles. 

Pour certaines valeurs particulieres des constantes /c, le type essen- 
liel d^g^nere et change d'aspect pour devenir un type singulier. 

Les divers types essentiels d'un m^me ds* ont le mme aspect et ne 
different que par certaines constantes; par exemple, s'il s'agit de 
fonctions elliptiques, les invariants g^ g* pourront changer. 

3. Ceci pos6, proposons-nous tout d'abord de trouver les d$* dont 
les g^odisiques admettent plus de troi& int^grales quadratiques i 
pendantes. Nous prenons le ds* sous la forme de Liouville 



(6) devient alors, avec ces 
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notations, 



V/2 



Posons, pour abreger, 



(12) 



> 

'Oar 



en sorte que 2^ est la courbure totale du d$~\ faisons aussi 
d*k { f dki __ c> 2 | f dk { 

Le lecteur verifiera que Ton a identiquement 

3 __ 

oil 1'on a pose 

(i5) * = 5 * X 1 - 5 ^ Y r -H a/i! ( X Y), 

t)j* cf \f 

Liquation Q = o entralne done * = o. Supposons que le d$ % ad- 
mette au moins quatre integrates quadratiques independanles; outre 
le couple (i, i), Tequation (n) doit admettre encore au moins trois 
autres couples (A^B^, (A 2 ,B 2 ), (A. 3 , B 3 ), ce qui donne les trois 
equations 



.4*, 



Si le determinant 



A; B; A.-B, 

A' s B' t A S -B S 
Ai Bi A 3 -B 8 



= A 
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n'est pas nul, il faut done avoir 



dh dk, 

-=0, -=0, 

dx 



La courbure 2^ est done constante. 

La conclusion est la meme si le determinant est nul. Ce determi- 
nant nul exprime, en effet, que Ton a une equation de la forme 

Aj-B, -/A t B^ 



oh f ne peut designer une fonction lineaire, sans quoi il existerait une 
relation de la forme (9). Dans ces conditions on constate facilement 

T 116 A ~ " TT et A* _ \\ ne peuvent d6pendre que d'une seule des va- 

riables x, y\ de y par exemple. Alors A 1? A 2 , A 3 sont des constantes 
que Ton pent ramener a zero en substituant aux couples (A/, B^-) les 
trois couples (o, B/ A/). On est done ramene au cas ou les fonctions 
d'un meme nom sont nulles dans plusieurs couples. Nous avons deja 
dit que ce cas 6tait celui du plan ou des surfaces a courbure nulle. 
Nous pouvons done enoncer ce the'oreme : 

Si un d& adtnet plus de trois integrates quadratiques indepen- 
dantes, pour ses geoddsiques, sa courbure est constante. 

Un ds* de courbure constante admet exactement cinq int<grales 
quadratiques pour ses geodesiques, comme onl'a vu a la page 210 du 
Tome II. Si on le prend sous la forme simple 



liquation (n) admet, en eflfet, les cinq couples 

0,0, (*,y), (^r 2 ) (^r 3 ). 

Dans le cas du plan 



liquation (6) sereduit ^ "X"?z Y" et admet les cinq couples indepen- 

dants 

(1,0), (a?, i), (J,y), (a?,7), (a>V). 

On voit done que, si un d$* admet plus de trois inte'grales quadrati- 
ques, il en admet exactement cinq. II n'y en a pas qui en possede 
quatre ou plus de cinq. 
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4. Cherchons a present les ds* qui admettent exactement trois 
integrates quadratiques et pour lesquelles, par consequent, la cour- 
bure sera variable. On a vu an n 596 [III, p. 38] que si un ds* 
admet a la fois une integrate lineaire et une integrale quadratique 
pour ses geodesiques, il est de revolution; et que, outre 1'integrale 
quadratique en question et le carre de Pintegrale lineaire, qui est 
aussi une integrale quadratique, il admet une troisieme integrale 
quadratique, independante des deux premieres. 

La reciproque de cette proposition est vraie; en sorte que, tout 
ds* dont les geodesiques admettent trois integrates quadratiques in- 
dependantes convient a une surface de revolution (nous disons pour 
abreger ds* de revolution). 

Voici la methode qui nous conduit a ce resuttat : 

Supposons que, par un precede quetconque, analogue a celui qui 
nous a donne 1'equation Q o, on ait tire de rrr o deux Equations 
lineaires de la forme 



ou les R et les S ne dependent que des fonctions Xj, Y! et de leurs 
derivees. Ces Equations, resolues en YTM V-^TV donneront 

X' ^ Y' _ 

_ ;: _ == p j _,_-,_^ j 

(16) <*Iog(X Y) = p<fc?-t-Q(p. 

Pd&-t-Qdy ctevra etre une diflferentielle exacte, en sorte que les 
fonctions X 1? Y a devront verifier la relation 



Cette condition v^rifie'e, posons P dx 4- Q dy = dlogit. La fonction u 
ne d6pendraquedeXi, Y 1? commeP, Q, et Tequation (16) donne alors 



Cdesigneune constante. II faudraque u soil de la forme f(x) 
ohf(x),g(y) sont des fonctions d<kermin6es, et liquation 
dente donnera, a ^tant une constante, 

X = Cf(x) + a, Y = C f(y) + a. 
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Dans ce cas, par consequent, le d$* n'admetpasd'autres couples de 
solutions pour Fequation (n) que (j, i) [/(#), *(/)] 

II faut done, pour que le ds* admette trois integrates quadratiques, 
que toutes les equations lineaires analogues a O = o se reduisent a une 
seule, qui sera <I> = o elle-mme, puisque Ton fait abstraction des ds z 
de courbure constante, les seuls pour lesquels < soit identiquement 
nulle. 

C'est ainsi qu'en posant 

^i dki 

__ dx dy 

a = ^ -y- j 

\\ YI 

on trouve Pidentite 



tU' dy dx dy 

ayaut cette expression 



g { est une fonction sans importance. 

II est clair que ii = o entraine 3> = o et ^F = o. II faudra done que ^ 
soit proportionnel ^ * ou que 

da dx 

33? dy e< 



La premiere de ces equations nous donnera 

=/(*,). 

Au lieu d'utiliser la seconde, qui est compliquee, nous allons former 
une autre combinaison. Posons 



on trouvera, sans peine, que Ton a identiquement 
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avec cette expression de 0, 



l t est une fonction qu'il est inutile de calculer. Comme 6=zo est une 
consequence de Q = o, on doit ecrire encore 



__ 

~ dk\ '2 h i 

7-" 

dy 



Nous n'utiliserons que la premiere de ces equations qui donne 



ou encore 



Prenons alors une fonction quelconque de A' n 0(A',). On aura 



et comme on a trouve 



il viendra 



ne peut ^tre nul sans quoi a serait nul, et Ton vcrrait que la 
courbure est constante. D^s lors, on peut trouver une fonction Q(A*i), 
contenant effeclivement k i et verifiant liquation 



/)2 ft 

On aura alors ? r- = o, d'oti r<5sulte 
d&dy ' 



ou I est fonction de ^t?, et t\ de /. En r6solvant, on trouvera 

#t = <KJ-M); 
si i (ou r, ) se reduisait a une constante, a serait nul, cas ecarte\ On 
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pent done prendre , T\ pour variables; or il vient 

*-w> $ -+''' 

d'oi. 

<X.-*.)-$-W. 
et en fin 



Comme ty'estfonction de 5 + ^ ainsique/(/r 1 ), on a bien le ifc*d'une 
surface de revolution. 

5. Le theoreme 6tant ainsi 6tabli, nous pouvons en dduire, par 
une nouvelle methode, les ds* de revolution a int6grales quadratiques. 
Soil, en efTet, 



un de ces ds* et (X, Y) un de ses coefficients de transformation; 
comme le ds* ne change pas par le changement de (a?, y) en (x + h, 
y +- h)j il est clair que X(# -f- A), Y(j' + A) est encore un couple de 
coefficients de transformation. II en est de meme du couple 

h) 



et, par suite, en faisant tendre h vers zero, on reconnait que X'(#), 
Y'(y) est un couple de coefficients de transformation. Liquation (u) 
admet done ici les couples suivants de solutions 

(i,i) <X,Y) (X',Y') (X',Y') .... 

Gomme trois couples seulement peuvent &tre ind6pendants, il faut 
que Ton ait deux Equations simultan^es de la forme 



oil a, 6, c, d sont des constantes. 

La discussion de ces Equations linaires se fait sans difficult^ et Ton 
arrive ainsi & former le Tableau des di 2 de revolution integrates"" 
quadratiques sous leur forme caract^ristique de revolution. 

Cest ainsi que nous avons form le Tableau I. 

Dans le Tableau II, nous donnons les formes de Liouviile a cour- 
bure constante non nulle. Le premier type [p(#+7) p(^? y)] dxdy 
es/t le type essentiel; les quatre autres types sont singuliers. 



878 NOTES ET ADDITIONS. NOTE II, PAR M- KOENIGS. 

Dans le Tableau III sont les types de Liouville du plan. Le premier 
type est la forme essentielle, les cinq autres types sont singuliers. 

En partant des types du Tableau I, il est facile de former les types 
essentiels de revolution. Ces types sont au nombre de qualre, irreduc- 
tibles les uns aux autres; le Tableau IV les represente. 

La discussion detaillee des divers cas singuliers conduit a former 
les types singuliers qui se rattachent a ces quatre types essentiels. Us 
sont contenus dans le Tableau V, avec 1'indicalion du type essentiel 
auquel'ils appartiennent. Nous ne saurions entrer ici dans le detail 
des calculs, et nous renvoyons le lecteur a notre Memoire inscre au 
t. XXXI des Savants etrangers, 

TABLEAU I. 

Formes de revolution a integrates quadratiques sous Icur aspect 
caracteristique de revolution g(x ip y)dx fly. 






(e * ~c *~ 
Couples de solutions de liquation (u) : (i, i), (c*, er), 

f -*r \ 

ds**s\ae $ -i-be-te+tfjctardy, 
Couples de solutions de liquation (n) : (i, i), (o, & 



3- ^ 

Couples de solutions de Pequation (n) : (1,1), (^,7), ( 

4. ^*=(57-H7)rff^x, 

Couples de solutions de liquation (u) : (1,1), (07,7), 
. ffemarque. Le premier type peut encore s'tferire 

^ y , 

a cos ~- -4- o 



2 

avec les couples de solutions (i,x) T (qosa?', cosy'), 
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TABLEAU II. 

Formes de Liouville a courbure constante non nulle. 

1. cfc* = [j>(ar-l- y) p(> y)] dxdy. 

Expression gdne'rale clcs coefficients de transformation [<(#), 

ou Ton a 

to 2 )H- Lsp(# -f- 



4. 



^^L - ~\dxdy. 
sm2(a? y) \ ' 



Coefficients de transformation 



I 



Coefficients de transformation [<(#)> 
= LQ sin4#H~ LI sinaa? H- L^ cos.fa? -h LS cosaa? + L4. 



Coefficients de transformation [$(#), 
<!>(#)= -^ H-J-n 



c*4* 



Coefficients de transformation [$(#), 



Dans ces formules les L sent des constantes arbitrages; p(o?) est la fonction 
de M. Weierstrass. 
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TABLEAU III. 

Formes de Liouville a courbure nulle. 



1 . ds* = (e*+r-f- e-^+J -f- e#-r -+- e-^ 1 ? dr cly. 

y, ^ , - ^ [Jife* 1 ?~- r )-hv . a' { 

Coefficients de transformation A -+- - - -> X -f- 

' - ' 



fji < tr < !> "~' ;r ) -f- v 'jtVo -f- v' 

Coefficients de transformation X -t- - 1 -- - - 3 ? A -h - -- 

- 



3. <r/5 2 = e*+y forty. 

Coefficients de transformation X H- - '> - X ~H ' . 



. 



4. fl?,v 2 = (x -'ry ;r JK / 



Coefficients de transformation X,r 2 -h -^ -HV, X^s.^ 1L 



Coefficients de transformation Xa? 2 -h (j,a? -4- v, X/* -4- +> v'* 

6. <f^ 2 = dot dy '. 

Coefficients de transformation Xa? 2 -f- (Jia? -4- v 7 X^*-h (jL f t 



Dans toutes ces formules, X, (jt, v, jj/, v' repr6sentent cinq constantcs entidrement 
arbitraires. 

Le premier type dc cc Tableau, qui est lc type essentiel des d$* de courbure 
nulle peut s'e*crire encore 



cosp 
avec les coefficients de transformation 

^ (JLCOS^'H- v . fji ; cosjv"' -4- v' 

A r* ..... ii" "" .' ........ i A +* -"-" ..... " ' ';' "r- ' . ....... 

4 



si a 
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TABLEAU IV. 

Types essentiels des ds- de revolution. 



| -H 



Coefficients de transformation 

[p(#) 4- p(o? 4- W! ), p( /) + p(y 



cos 4^' /) dxdy 
\ -h B ( co s 9, x -r / cos a a? j^ ) 



Coefficients tic transformation ( o, -, ) , ( -^- , o 

' 



= A [ -- JLrr-, --- L=1 rfr rf/ 
L sin2;r + / sin'j? /J 



cosaa? 



Coefficients de transformation ( ~ ? . ) ? ( r~' r~ 1 ' 

\sin 8 a? sin*// \cos 2 # cos 2 // 

/ i-..-. ...j n v 

^ j/- a? y ) dx dy. 



Coefficients de transformation f -^> oj, (o, 
Dans ccs formules, A, B sont deux constaaLes qui changent d'un d$* b Tautre. 
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TABLEAU V. 

Types singuliers des d$- de revolution (*). 
Types equivalents au type essentiel IVi. 

x Y 7 
a cos ; ^ -4- b 

{, _ . dxdy. 

. _ iP *"""~' ) 

sm 2 

2 

Coefficients de transformation (cos#, cosj^), (sinar, sinj). 



\ 1 * / 

Coefficients de transformation (cos#, cosj), (cosaa?, 

r / i i \ , / i r \1 . 

3. a \ -4- b I \ tt.r 

I I <g _|_ y ^ y I 1.^3? -+- }' . .-t' JK I I 

I \ cos^ * cos 2 / \ sin 2 siu 2 / I 

L \ a >i / \ * -2 /J 

Coefficients de transformation (cosatf, cosaj), I - t -? -7-^ j 



Coefficients de transformation (^'*,JK V ) ( 
Types equivalents au type essentiel 



Coefficients de transformation (e 2 -*', o), (o, a 2 ^'). 
- 



6. 

Coefficients de transformation (a? 8 , jy 2 ), (o, i). 

7. [ a ( e su-Hr>_ 5-2^-^)+ 6(e*^ e-^-y))] dxdy. 

Coefficients de transformation - - - , o (o, e"" 4 ^). 

L( e ix -e r J 

(') La concordance entre les types du Tableau V et leurs types essentiels du 
Tableau IV s'^tablit par certaines relations qui pcrmettent d'exprimer les con- 
staates a 3 b en fonction des constantes A, B. 
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* Types equivalents au type essentiel IV 3 . 
8. ["- - - - - -+- b\ dx dy. 

L(vyy- J J 

Coefficients de transformation (#, y), (# 2 , / 2 ). 



9. 



Coefficients de transformation (a?*,,/ 2 ), (~? J_ j 



Coefficients de 

7y/?e Equivalent au type essentiel JV 4 . 

11. (^-Hj'jf/^^K. 

Coefficients de transformation (a?, ,/), (0,1). 

(J. Notre attention doit actuellement se porter sur les ^ a qui ad- 
rnettent exactement deux integrates quadratiques. 

La symetrie de Tequation (n) manifeste d'abord ce fait interes- 
sant (*) que si X ? Y est un couple de coefficients de transformation 
pour le d$* 



(18) J^=(Xi 

d'autre part X 1? YI est un couple de coefficients de transformation 
pour le ds* 

(19) Af-fX-Y)^^. 

Nous disons de ces deux ds* qu'ils sont rtciproques Tun de 1'autre. 
Deux surfaces admettant deux ds* r^ciproques seront dites aussi r&- 
ciproques. Deux surfaces r6ciproques se correspondent point par 
point de sorte que les ge*odsiques de chacune ont pour images sur 
1'autre des families de coniques ge"od6siques (voir le n 587, t. Ill, 
p, 16). 

En appliquant cette remarque aux ds* des Tableaux III et II nous 
avons forme" les Tableaux VI e,t VII. 

(') Complex rendus de I'Acadimte des Sciences, t. CIX. 



384 NOTES ET ADDITIONS. NOTE II, PAR H. KQENIGS* 

TABLEAU VI. 

R6ciproques des d$* du plan. 



x + y . x r 

(JL COS - ~ + V (Jl'COS - - -- h V 

dxdy. 



sin* 



2 
Coefficients de transformation (cos#, cos/). 



^ rf 



Coefficients de transformation (e 2 * 1 , 



Coefficients de transformation (e- x , o), 

4. ds 1 = X^PJ H -- ^ - -h - - - -H p </< 

L (tf + 7) 2 U-/)* 'J 



Coefficients de transformation (a? 2 , j 2 ). 

5. &*= Uay -H ^ -+. v (3? + y ) -H ?J dxdy. 

Coefficients de transformation (a?, j). 

6. rf^ 2 = (Xoy^-H (i5? H- V/H- p}dx dy. 



Ce dernier cfo a est de revolution type V a si X n'est pas nul, type V I4 si ^ est mil ; 
c'est un c?s 2 & courbure nulle si, \ 6tant nul, JJL ou v Ie sont aussi. 
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TABLEAU VII. 

RSciproques des ds* de courbure constante non nulle. 

d$*= A [p(o7-i- i 7) p(o? y)} dx dy 

-H A! [p(x -h y -f- toj ) p (x y -+- coj 

H- A 2 [p(a?-+- JK -H co 2 ) p(a? ^ +- 1 

-f- A 3 [p(a?--|- y -+- 0)3") p(x JK-H to 3 )] dx dy. 

Coefficients de transformation [p(2#), 



'= Ao 



_sin 2 (a? H-jr) 
i 



LcosH-z-- 

-H A 2 [cos2(a? H-J^) cos2(.T yj\ dx dy 
-h A 3 [cos4(^-i-jK) cos4(a? y")] dx dy. 

Coefficients de transformation ( ? -r~- ) 

\sni a 2 a? sm' 2 2jr/ 



) sin 4(# ~" 



-h A 2 

-H Asfcosa(a? 



cos4(^? y)] dx dy 

sin2(a? y)\ dx dy 

cosa(a? y)] dx dy. 



Coefficients de transformation 



' sinaj-A 




Coefficients de transformation ( ; ? 5 )- 



Coefficients de transformation (o*--^)* 



D. IV. 
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7. Si Ton essayait d'appliquer la meme remarque aux Tableaux 
des ds z de revolution, on ne trouverait rien de nouveau ; ces d$* se re- 
produisent, en effel, les uns les autres par reciprocity sauf ceux du 
Tableau I qui sont reciproques a des elements du plan. Les Ta- 
bleaux YI et VII nous pre"sentent seuls des solutions nouvelles. 

Tous les elements du Tableau VII sont des formes essentielles, qui 
admetient comme formes singulieres les elements du Tableau VI. 
Sauf toutefois le dernier element de ce dernier Tableau qui est de re*- 
volution. Ainsi : 

VI i aclmet comme forme essentielle VIIj, 

VI 2 et VI*. admettent Vila, 

VI 3 'admet VII 3 , 

VJ 5 admet VII*. 

II est a remarquer que le dernier type VII S du Tableau VII n'aclmet 
aucune forme singuliere. 

Ges divers resultats s'obtiennent sans difficult^; il suffit cPeflectuer 
pour chaque ds* la transformation (7) en prenant pour X, Y les ex- 
pressions les plus generales possibles. 

Par exemple, le ds* VII 5 admet les coefficients de transformation 

/ _LA; S es variables essentielles sont donnees par les quadratures 
' 



changer x \ y f en -^L=, = est sans importance; nous pourrons done 

ym, \[m 

toujours supposer que m, qui ne saurait etre nul, est ^gal a i. Les for- 
mules (20) deviennent 

(21) #' = #, /=V/yi-H/i, 

en negligeant des constantes additives sans importance. Si Ton Intro- 
duit ces nouvelles variables dans leak 2 VII S> on trouve que ses quatre 
coefficients (A , A,, A 2? A 3 ) doivent ^tre remplaces par les suivants 1 
(A , AU A 2 /z A OJ A 3 TiAi), en m^me temps que &, y par #', 7'. 
Le type n'est done pas change et Ton reconnaft ainsi que VII fi est un 
type essentiel, sans type singulier. 

8. Le calcul analogue pour le passage de VIi VI^ est plus com- 
pliqu^; il offre un exemple int6ressant de calcul de fonctions ellip- 
tiques. 
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Consid6rons le type VIIj, on constate que son type singulier VI 4 
peut recevoir la forme 

(aa) /- 




o # 7 . , # H- y , a? -i- y # y 

sm 2 - sin* - *- cos 2 - *- cos 2 - '~ 

2 " ii 



el que, par un choix convenable des variables, on peut aussi 1'ecrire 

_ _ 



A o AI A 2 A 3 



Ce rf,s- n'est autre que celui qui a ete considere a la page 216 du Tome II. 
11 presente une propriete remarquable qui consiste en ce que, $i Von 
echange entre eu& les coefficients A , A 1? A 3 , A 4 d'une facon quel- 
conque, le ds* reste equivalent a lui-meme : les transformations cor- 
respondantes efifectuees sur les variables u 9 9 forment un groupe de 
substitutions lineaires, savoir 



(U'=Utf-^, <>' = - 

(a'=M/ i, P' = 



U I 



Si, dans le type VH l7 on change les invariants g^ 9 g% des fonctions 
elliptiques, ce type reste equivalent a lui-meme. Les divers types VIIj 
ne different les uns des autres que par les valeurs des constantes A , 
At, A 2 , AJJ, entre lesquelles U riexiste aucune relation d*ordre et 
qui interviennent symetriquement. Nousleur donnons le nom d 9 inva- 
riants du ds z . 

9. Si Ton cherche la condition pour qu'un ds* de la forme VII 4 
admette pour ses geode"siques une transformation infinitesimale qui 
ne conserve ni les lignes de longueur nulles ni un rseau orthogonal 
de coniques ge*odsiques, on trouve qu'il faut et il suffit que Pun des 
invariants soitnul, par e^emple A = o, et que les trois autres verifier* t 
une Equation de la forme 



Tout d$* r^ductible & Tune des formes du Tableau VII se trouve 
6tre repr^sen table g6od6siquement (n597 et suivants) sur un ds* du 
type VII t - On voit que Ton connait ainsi tous les types du Tableau VII 
cjui admettent des transformations infinit^simales de leurs ge"ode- 
siques. 

Cette remarque conduit & la solution complete du probl&me par- 
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tiellementresolupar M. Lie des geodesiques a transformations infini- 
tesimales. 

10. Nous allons actuellement montrer que les Tableaux formes 
ci-dessus fournissent la solution complete du probleme que nous nous 
sommes propose. 

II s'agit, au fond, de Tintegration complete de 1'equation Q~o. 
Pour les equations de cette nature, Abel propose d'eliminer toutes les 
fonctions inconnues, sauf deux, entre Fequation proposee et celles 
que Ton en deduit par differentiation. Les deux fonctions conserves 
devront dependre d'arguments differents z et t. En laissant constant 
Pun des arguments, t par exemple, ilreste une ou plusieurs equations 
differentielles que doit verifier la fonction unique de a qni a ete con- 
servee. C'est ainsi, par exemple, que Tequation (17) a lieu seulcmcnt 
entre Xi et Yj,- en laissant^ constant, nous obtiendrons une equation 
differentielle pour .Y^ Mais cette equation est tros compliquee. La 
forme simple de 1'equation = o se prete par centre a une etude di- 
recte des fonctions X, Y, X 1? Y t et a leur determination complete. 

Nous demontrerons en premier lieu que ces quatre fonctions sont 
uniformed dans tout le plan et ne peuvent avoir a distance Jinie 
d'autre singularity que des pdles doubles d residu nuL 

Les demonstrations, dans le genre de celle que nous allons exposer, 
exigent des precautions particulieres, dont Foubli enleverait toute va* 
leur au raisonnement; aussi allons-nous preciser, pour commencer, 
ce que nous entendons parun systeraede solutions de liquation G = o. 

Les fonctions X, Y, X t , Y! seront avant tout des fonctions analy- 
tiques de leurs arguments, au sens que M. Meray, en France, et 
M. Weierstrass, en Allemagne, ont precise"; c'est-a-dire que, pour 
chacune de ces fonctions, il existera une region du plan affectee, s'JI y 
a lieu, de coupures ou de singularil6s iso!6es ? mais autour de chaque 
point So de laquelle, sauf aux points singuliers, la fonction soit repre- 
sentable par une serie entiere en x? ? convergente dans tin cercle 
de rayon non infmiment petit. Tel est le cas des integrales des Equa- 
tions differentielles, et tel est par consequent le n6tre, puisque la m^- 
thode d'Abel permet de former pour chacune des fonctions uue Equa- 
tion differentielle qu'elle doit verifier. 

Appelons <0lx? ^-Y? ^-x^ ^YJ l^ s regions du plan oil sont deTmies les 
fonctions X, Y, X 17 Y A respectivement. L'equation = o suppose entre 
les arguments x, y, & i9 y^ les relations 

(24) * t 
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il faut done admettre qu'il existe dans JR X une region 8 X et dans <Ry 
une region Sy, telles que si x est dans B x et y dans S les points & i9 
y l qui leur correspondent par les formules (24) sont dans Jes regions 
<&x 1? ^-Y! et telles, en outre, que Q y est nul identiquement. 

Prenons alors un point # dans S x , un point y dans SY de maniere 

/*pO I-, i/O 'pO _, 1/0 

a eviter pour #, j et pour x\ = - ~^- ? yj = ~^ les positions 

/2 / 2 

singulieres. On pourra tracer autour de # comme centre un cercle a 
I'interieur duquel X est reprsentable par une s^rie entiere en x a?; 
on pourra me*me augmenter le rayon du cercle de facon a y laisser 
p6netrer des pdles de X s'il s'en presente, mais en s'arretant assez a 
temps pour exclure du cercle toute autre espece de singularite. La 
meme chose peut etre dite pour Y, X 1? Yj. 

Les points 57, y* 9 &\, y\ sont ainsi les centres de cercles 0,0', C^ 
C{ de rayons p, p', p x , p'j, a Pinterieur desqueis les fonctions X ; Y, 
X 1; Y a sont respectivement des fonctions uniformes, denudes de sin- 
gularit^s autres que des poles. 

II faut bicn observer que nous ne savons pas a priori si les cercles 
C, C ; sont entierement compris a Tinterieur des regions S x , S Y ; mais 
on peut au moins affirmer Fexistence de cercles D, D' concentriques 
aux cercles G, C', interieurs respectivement a ces cercles et aux re- 
gions S X , Sy. 

Je dirai que le systeme des valeurs #, y, x^ y i appartient au champ 
3(p, p', p 1? pj) si ces valeurs ve"rifient les conditions suivantes : 



Les relations 



2 Les inegalite"s 



en sorte que les points repr6sentatifs des variables #, y, x^ y t sont 
respectivement interieurs aux cercles C, C', C 1? C' r 



Pr^sentons quelques remarques relatives au champ (p, p', pi, p'j). 

Soit x', y r , x\> y\ un systeme de valeurs appartenant au champ et 

que nous repr6sentons par quatre points dans les plans repre*sentatifs. 

Sur le segment rectiligne x*x* je prends un point x tel que le rap- 



port des longueurs 57 =X; >. est compris entre o et i. De m&ne je 
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prends sur jy tin point y tel que Q , = A, et je pose alors 



1 /- 

/2 /a 

II est clair que le systeme des valeurs (.r , /, #j , /i) est intrieur 
au champ C(p, p', p 1? p' t ). 

Seconde remarque : Comme 1'on exclut le cas ou. le systeme des 
valeurs x r , y' : x^ y\ seraient sur la limite du champ, les qua tre diffe- 
rences 



U' *o / JKoi / Pi 

sont toutes negatives et "aucune n'est mdle. 

Appelons 2s une quantite positive inferieure a la plus petite des 
valeurs absolues de ces differences; les expressions 

(25') 

I x' x y jK 1 + a s y/2 p i < o 

sont encore toutes negatives. 

Cela pose, decrivons autour des centres ^, y dej construits deux 
cercles D 5 , D^ de rayon e; prenons dans D^ un point ^? et dans Dj un 
point y, posons ensuite 

x Y 



je dis que le systeme de valeurs (57, 7, ^i, /i) appartient au champ 

(P,p'*Pi ? p'i)- 
On a, en eflfel, 



mais, par hypothese, on a 

| a? 5 1 < s, 
done 



or le second inembre est inf^rieur ^ p d'apr^s les in6galit6s 
On prouve de mine que |/ y|<p' et que j^ J?J| 
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Nous aliens deduire de ces diverses remarques la proposition sui- 



vante : 



La fonction supposee nulle quandx est interieur a <S X et y a $? se 
troiwe nulle dans tout le champ S(p, p', p t , p'J. 



En eflfet, soil x f , y ; , &(=z ~-^ y( = ^-^~ un systeme de va~ 

V/2 1/'t 

leurs pris clans le champ et E le nombre positif dont il vient d'etre 
question. 

Je divise le segment x Q x l en m segments egaux, et de meme le 
segment yy r . J'appelle 



vrO i/l 1/2 IT //-! I/*' 

J "i J 1 J 1 ' ' > J 1 J 

les points de division etje suppose m assez grand pour que la distance 
de deux points consecutifs soit, pour les deux segments, moindre 
que E. JTobserve que, d'apres la premiere remarque, le systeme de 
valeurs 

3ri-\-yt . a'Y* 



est int6rieur an champ ^(p ? p', pi, p' a ). De plus, d'apres la seconde re- 
retnarque, si 1'on decrit les cercles D^-, D y i de centres x l , y i et de 
rayon e, un point x pris dans D^ et un point y pris dans D y t defi- 
nissent un systeme de valeurs #, y, x^ y l interieur au champ. 

Cela pos6, nous aurons d'abord un cercle D^o et un cercle D r o de 
centres ^?, y*. Ges cercles sont concentriques aux cercles D, D' deja 
d&finis et & Finterieur desquels la fonction ii est nulle. 

Si done D et D ; comprennent D^, D r o 7 la fonction Q est nulle dans 
ces deux derniers cercles, c'est-a-dire, si x est pris quelconque 
dans D,0 ely quelconque dans D y o. Par contre, si D^o et D y o sont Fun 
ou 1'autre (ou bien Fun et Fautre)plus grands que leurs cercles con- 
cenlriquesD, D^, la fonction Q qui se trouve nuile dansD etD ; , c'est- 
a-dire dans des portions fmies de D^o et de Dy>, et qui de plus est 
uniforme dans ces cercles devra 6tre nulle dans toute leur ^tendue. 
Ainsi, dans tous les cas, & est nulle dans les cercles D^*, D y o. 

Passons aux cercles D^, D y i. La fonction Q est encore une fonction 
uniforme de #, y dans ces deux cercles; de plus, elle est nulle dans les 
portions finies que ces cercles out en common avec les deux pr^ce- 
dents (la distance des centres 6 tant plus petite que la somme des rayons 
qui sont du reste 4gaux); done la fonction Q est encore nulle quand x 
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est pris quelconque dans D#i ety quelconque dans D y u On continuera 
ainsi de proche en proche jusqu'aux derniers cercles D^-, D y '. 

La fonction Q sera nulle dans ces deux cercles et, en particulier, 
au point (#', 7'), ce qui demontre le theoreme. 

II est maintenant facile de deduire de ce theoreme la proposition 
fondamentale que nous avons en vue. 

Designons par ff l la plus petite des quantites p 1} p( et appelons E un 

cercle, concentrique au cercle C, de rayon ^ ^ ; appelons aussi E' le 

D 

cercle concentrique au cercle C' et de rayon f y/a ~ j c^. 

On constate aisement qu'il suffit que x soit dans le cercle E et y 
dans le cercle E' pour que les points #!== -? Y\= X ,~ soient 

V/2 " y/2 

interieurs respectivement aux cercles Gj et CJ. On a, en eflet, par 
hypothese, 



done a fortiori 
ou 



on prouve de meme que | y^ y\ \ < p^ . 

Prenons alors y, /", y", trois positions de y, dans le plus petit des 
cercles concentriques C', E' et x dans le plus petit des cercles con- 
centriques C, E. Les trois systemes de valeurs 




sont interieurs au champ 8(p, p', p t , p^), car il suffit que #, y soient 
interieurs a E, E' respectivement pour que x^ y l soient int^rieurs 
a C 1? Ci. 

Designons par /(^t?, y) la fonction Q; nous sommes en droit de 
poser les Equations 

/(rr,y) = o, /(^ ) y / ) = j /(^,y // ) = - 
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Ce sont la trois equations lineaires X, X', X", qui pourront etre 
resolues par rapport a ces quantites, si un certain determinant S n'est 
pas nul, Reservons ce cas; nous aurons, en particulier, 

X = &(*?), 
ou & est compose rationnellement avec les fonctions xY ^~- j, 



/a 

Y(/), Y(/'), Y(/") et leurs derivees. Si done on laisse /, /', /" 
constants, tfl(x) est une fonction uniforme de x en meme temps que 
les six premieres de ces fonctions, c'est-a-dire, eu egard au choix 
de y 1 , y lf , y'" ', tan t que x reste interieur au cercle E. La fonction &.(&) 
est done uniforme et d6nuee de points singuliers autresque des p6les 
dans tout le cercle E. 

II y a deux cas a distinguer : 

i Le cercle E est interieur ou egal au cercle C ; nous sommes alors 
en droit d'ecrire 



2 Le cercle E est ext<5rieur au cercle C; la fonction X est uniforme 
dansle cercle G et egale dans tout ce cercle a une fonction <&(#?) que 
nous savons tre uniforme non seulement dans le cercle G, mais 
encore dans le cercte plus grand E. La fonction <&(#) permet done de 
prolonger la fonction X dans tout le cercle E. Reste a savoir si cette 
fonction ainsi prolong^e v^rifie bien encore liquation = o. 

Nous voyons bien que le rayon d'uniformit6 p de X peut &tre rem- 

plac6 par le rayon plus grand 2 cr 1? mais nous ne savons pas si & est 

o 

nulle dans le champ (l*i p' 9 pi, pi)- Or, c'est a quoi r6pond le 

th^oreme qui a ^t6 6tabli plus haul. En vertu de ce theor&me, la 
fonction Q, qui est d^ja nulle autour de ^?, y, doit l'tre encore dans 
tout le champ d'uniformit6 des fonctions X, Y, X t , Y 4 . 

En r^sum^, nous voyons que, si p est plus petit que 2^, la fonc- 
tion X, qui v<rifie liquation Q = o, est susceptible d'un prolonge- 

*7 

ment analytique dans Fint^rieur d'un cercle de rayon a, sans cesser 
de verifier liquation; nous pouvons done 6crire dans tous les cas, 
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p etant le rayon d'uniformite de X, 

> Zc: 

On prouvera de meme qu'on peut prolonger au besoin la fonction Y 
de maniere a avoir 



et cela sous le benefice de Phypothese qu'un determinant analogue 
a E, et que j'appelle H, ne soit pas nul. 

Maintenant, la symetrie de Pequation Q = o nous prouve que Ton 
peut permuter dans les raisonnements les couples de variables a?, y 
et &i9 y\ ainsi que les couples de fonctions X, Y et X 1? Y!. Puisque, 
dans Fetat actuel, on a 



en designant par a- la plus petite des quantites p, p', on prouvera que 
Ton peut prolonger X^Yj de maniere que les nouveaux rayons de 

convergence p ly p\ de X 1? Y t soient au moins egaux a |cr, c'est-a-dire 

au moins egaux a (jY^i, car o- est au moins egal a -o^. Si Ton d6- 
_ vv ^ 

signe par v^ la plus petite des quantites p l} p' iy on aura done 



Si 1'on repete ind6j5niment ce raisonnement en prolongeant tour a 
tour le couple X, Y et le couple X n Y 1? on voit que les nombres cy, a^ 
croissent indefiniment, c'est-a-dire que les fonctions X 7 Y, X 1} Y l7 
ont autour de a?, j, x\, y\ des rayons d'uniformitd infinis. Les for- 
mules qui servent a prolonger les fonctions nous apprennent de plus 
que nos quatre fonctions n'ont, a distance finie, d'autre singularity 
que des pdles ( 1 ). 

II y a un cas ou la demonstration precedente tombe en d6faut ? c'est 
celui ou Tun des determinants S, H ou bien Pun des deux determi- 
nants analogues S 1? Hj relatifs aux fonctions X n Y, serait nul. On 
constate que la raison de symetrie etle changement de /en y per- 
meitent de s'en tenir au cas oil c'est a qui est nul. Or E = o est une 

(*) Ceth6ortoe et sa demonstration sont susceptibles d'une extension quej'ai 
dans les Comptes rend us. 
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equation facile a discuter et le resultat de la discussion est que le 
theoreme ne cesse pas d'etre vrai. 

11. Les p6les des fonctions X, Y, X 1? Y t possedent des proprietes 
determinees que nous allons demontrer. En premier lieu, on a ce 
theoreme : 

Tout pdle a de toute fonction X, Y, X 1? Y a est double et le residu 
qui lid est relatif est nul, en sorte que, dans le voisinage du pdle a 
la fonction possede la forme 



a), 



ou E(z a} represente une serie entiere en z a. Pour demontrer 
ce theoreme pour la fonction X on posera, m etant 1'ordre du p6le 



ou E (x a) esl encore une serie entiere en x a ; en portant cette va- 
leur dans , on aura un r6sultat de la forme 



__ _ __ . . . 

~ (5H)/-f-* (x - )*- -'- (or- a)* tf a, 

Gomme S2 doit 6tre nul, il faut, avant tout, que Ton ait 

P//Z4-2 = P/;H-1 = . . . = ?2 = Pi = 0, 

etnotons, en passant, que ces conditions expritnent settlement que 
Q restefini, quel que soit y, pour x=:a. 
Or on trouve tout d'abord 



s = m(m -H i) A w f X t f ^7^) - Y, f 2 ^ Yl 

L V v * ) \ v* /J 

ce qui donne la condition tres importante 



On trouve ensuite 

^ m(m 2) 



Si la quantite entre crochets est nulle, on voit, d'apres le resultat de 
la differentiation de liquation (26) que X,, Y 4 sbnt constants. Le d$* 
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est celui du plan; or sur le ds* du plan, le theoreme se verifie (voir 
le Tableau III). Ce cas exclu, il reste done 

/n 2 = o, 
le pdle est double. 
En outre, on trouve pour P //t , c'est-a-dire P 2; cette expression 



__ A I r x / 

s= = -- A! 

/ L 



done P 2 =o nous donne AJ o, en mettant de c6t6 le cas du plan 
pour lequel, du reste, le theoreme est vrai. Quant a P 13 il se trouve 
nul de lui-me*me. 

Le theoreme est done demontre et, en outre, nous pouvons ajouter 
que, si, pour unpdle double a, & residu nul^ deX(x) a lieu la rela- 
tion (26), la fonction Q reste finie d'elle-meme pour x = a, quel 
que soit y* 

Ajoutons que Ton prouve les memes propositions pour les fonc- 
tions Y, X 17 Y!- Par exemple, si b est un pole de Y, on doit avoir 
1'equation analogue a (26), 

/ \ 
(a?) 



a?H-#\ v ( ^\ 
7=- - Y, ( p- = o. 
/a / V V/a / 



L'existence de plusieurs pdles entraine la periodicite. En partant de 
liquation (26) ou de 1'equation (27) on prouvera les thSoremes sui<- 
vants : 

Si a, a r sont deux pdles de X ou deux pdles de Y, Vexpression 
\f*z(a a') est une periode desfonctions ^ et Y t . 

Si a est un pdle de X et b unpdle de Y, les fonctions de z 



SY ^ero e^ ww /?^/e de Y, /65 fonctions X 1 (^), Yi(^) ^on^ iden- 
tiques. 

Ce theoreme est curieux, car il caract^rise les formes de Liouville du 
type 



II est clair que dans ces divers th^oremes on peut pertnuter les 
couples de fonctions X, Y et X 1? Yj. 
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12. Je vais montrer Tusage que Ton peut en faire pour determiner 
toutes les solutions doublement p6riodiques de 1'equation & = o. 
II resulte d'abord des theoremes ci-dessus que, si a, a r , a rf sont trois 

pdles de X ou trois pdles de Y tels que le rapport a ,,~ ne soit pas 

un nombre commensurable, les fonctions X 1? Y 1? X, Y sont double- 
ment priodiques* 

En eflet, les fonctions X 1? Y 1? uniformes dans tout le plan, admet- 
tent comme periodes \J%(a f a), \/z(a ff a); ces expressions tant 
incommensurables entre elles, X 1? Y i sont des fonctions doublement 
periodiques. 

Ces fonctions admettent necessairement des pdles, soient a a un p6le 
etto, to' un couple de periodes primitives de X 4 ; comme ai-\- a>, 
co' sont encore deux p6les de X t , il en resulte que 

V/2[(ai-t- co) a a ] = v/a to et / 2to ' 

sont des periodes parX, Yqui sont, des lors, aussi doublement perio- 
diques. 

II convient d'observer qu'on peut ajouter, sans inconvenient, a x, y, 
des constantes arbitraires sans changer 1'aspect des fonctions X, Y, 
X t , Yj. Nous profiterons de cette remarque pour amener X et Y a 
avoir zero comme p6le. Dans ces conditions les fonctions X 1? Y t sont 
identiques et de plus sont des fonctions paires. Posons alors 



On constate que, si u> est une p6riode pour X ly to \/a est une p^riode 
pour F(^j). 

L'avantage de ces notations est d'amener F, X, Y a avoir les memes 
periodes* 

Soient a, a', a", ... les p61es de X, autres que zero, b, b l 9 b", ... les p6les 
de Y. Les expressions telles que foa, \jzb sont des periodes pour X 4 ; 
done 2, 2 a', . . ., a&, 2b', . . . sont des periodes pour F(^). 

D6signons par 2o>i, 2tD 2 un couple de periodes primitives de F(^), 
nous devrons avoir des relations de la forme 

> 2 , zb = a/? cOj-4- %q w 2 , 
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oil m, n, m f , ?i f , . ..;/>,#> p f , g r , . . - sont des nombres entiers. Les 
quantites a, a', . . . , b, ',... sont done de la forme generate 



oil (A, v sont des entiers; or, a des multiples pres des periodes, les 
expressions de cette forme sont egales a Tune de ces quantites 

o, coi, u> 2 , to 3 , 
oil <o 3 := (wi-f- w 2 ). 
Soit maintenant a t un p6le de X r . 

Comme 2 ~p m , 2 -~ sont deux p6riodes primitives de X 15 il en resulte 

/2 V/2 

que y/2 (a 1 +2^p) j ==2w, et 2w 2 sont des p6riodes pour X 

L\ va/ J 

etY. 

Ainsi X et Y admettent toutes les periodes de F. 

Nous pouvons maintenant construire Fexpression generale de X, Y 
au moyen de la fonction j>()> qui admet 2co 1? 2co 2 pour couple de 
periodes primitives. 

Dans le voisinage de son p6le zero, X a la forme ~| -4- E(a?); les 
autres p61es de X sont congrus a Tune des quantites o) 1? co 2 , co s ; dans 
le voisinage de o> t - X aura done la forme - -~ - H-E(^? -co^); 

\^ *** ) 

on prendra A/~o si co^ n'est pas un pole. Formons alors Texpression 

X A p(a?) AI p(a? H- co l ) AS p(tf 4- w 2 ) A 3 



qui admet les periodes 2to t , 2o> 2 , qui est uniforrae dans tout le plan 
et, grace au choix des coefficients, n'a plus de p6Ies a distance flnie. 
Cette fonction ne peut 6tre qu^une constante. On a done 

X = A p (ar) H- Aj p (x H- Wt ) -+- A 2 p (^ + to 2 ) -4- A 3 p (5? -f- to 3 ) + A 4 , 
Y = Bo 



Nous construisons de mme la forme generale de F(^). Si k est un 

k 
p61e de F (s), est un p 6i e j e x 4 et Ton a ds lors, d'apres un th<5o- 

reme deja dtn)ontr6, 
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ou plus simplement, t etant Targument variable, 
(a8) 



Les p6les de X, Y sont congrus a 1'une des quantites o, Wj, u> 2 , o> 3 ; 
ceux de X(k t) sont done congrus a 1'une des quantites 

7c, k (0i, k to 2 , k to 3 . 

L'identite" precedente exige done que k lui-meme soit congru a o, 
t0j, w 2 ou wg.Donc, toutpdle #deF(3) estcongru aFune deces quatre 
quantites et Ton en deduira, comme pour X, Y, cette forme generale 
deF(=), 



Ayant ainsi la forme generale de X, Y, F, la coordination des re- 
sultats n'oflre plus aucune difficulte. 

On remarque d'abord qu'on petit supposer totijours L different de 
ze"ro; alors X, Y sont deux, fonctions identiques, paires. 

Si L l7 L 2 , L 3 sont nuls, on a les ds* de courbure constante et X, Y 
ve"rifient Fequationquelles que soient les constantes A , A 1? A 2 , A 3 , A 4 * 
Si, outre L , Lj est aussi different de zero, on constate que Ton doit 
avoir 



par application au couple des fonctions X, Y et au p6le <0 t deF(s) du 
theor^me exprime par 1'equation (28). Liquation (29) s^ecrit 



Ao p(0 -4- AI p(l 4- Wi) -f- A 2 p(t+ C0 2 ) H- A 3 p( t -4- to a ) 

= A p(^-4-W t ) -4- A 1 p (-H aw i ) -t- A 2 p ( t -+- (Oi -I-- 0) 2 ) -H A 3 p ( t 



ou encore, eu 6gard & la relation !+ w 2 -H w 3 zz: 



ce qui exige seulement A = i, A s A 8 . On retrotfve le type essentiel 
de revolution. 

Enfin, en supposant L , L l9 L 2 dijKrents de zero, on trouve qu'il 

faut avoir 

Y(0 a X(< -H wO, Y(0 = X(< H- 0, 



et le me*me calcul que ci-dessus donne A =A 1 = A 2 =A 3 ; nous 
trouvons done le d$* r^ciproque du ds* a courbure constante; 
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attendu que 



Ainsi, il n'y a pas d'autres solutions doublement pe"riodiques que 
celles qui ont ete deja obtenues. 

13. Les solutions simplement periodiques ou rationnelles s'ob- 
tiennent par un procede analogue. 11 importe toutefois de remarquer 
que 1'on peut s'en tenir a la recherche des types essentiels, ce qui 
simplifie deja considerablement le probleme. 

Nous laisserons meme de 1 cote les d$* de revolution ou a courbure 
constante, qui ont ete deja obtenus. 

Prenons une forme essentielle de notre ds*, soil X(,a?) un coeffi- 
cient de transformation de ce ofc 2 ; la variable , definie par la qua- 
drature 



_ r 

~J 



/X + A 

sera une variable essentielle, et si 1'on pose S(5) = ^ - = ? S(J) sera 

A. f~ *l 

un coefficient de transformation d'une autre forme essentielle du 
meme ds*. 

Mais, d'apres ce qui a ete dit des formes essentielles, Taspect analy- 
tique des fonctions S(), X(a?) doit etre le m^me; elles seront en 
m^me temps periodiques ou rationnelles. 

En partant de la on parvient a demontrer que tout coefficient de 
transformation d'une forme essentielle a Tune des formes suivantes, 
en faisant abstraction des solutions doublement periodiques : 

i Ou bien une constante; 
2 Ou bien ; 

3 Ou bien 



sin 2 a? 

II est ensuite facile de coordonner les resultats et d'etablir qu'il 
n'existe pas de solutions en dehors de celles qui figurent au Ta- 
bleau VII. 

14. Je terminerai en faisant connaltre un mode de representation 
sur le plan des g6odesiques des surfaces qui nous occupent et dans 
lequel ces g6ode"siques ont pour images les coniques d'un re*seau tan- 
gentiel. 
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Si Ton consid^re le ds* contenu dans la formule 



( ' 



od F(,r), G(#) sont deux polyndmes du quatrieme degre, en essayant 
dele mettre sous la forme 



on se trouve amene par la discussion aux diverses formes du Ta- 
bleau V1L Cela resulte d'ailleurs facilement du principe de recipro- 
cile que nous avons applique* aux ds* de courbure constante pour 
former le Tableau VII. 

Or, il resulte de la forme (33) du n 584- [III, p. n] que les geode- 
siques de ce ds z auront 1'equation finie que voici : 

(3r) C . dx f- * = const. 



C . dx f- 

J /G(jr;-hpF(rp) J ^G 



oil p designe une constante arbitraire. 
Considerons dans un plan la conique C, representee par Pequation 



on verifie cette equation en posant 



Si d'un point M(X, Y, Z) on mene les deux tangentes a la conique, 
les valeurs du parametre ^qui correspondent aux deux points de con- 
tact e"tant designers par ^r, /, on trouve aisement que X, Y, Z s'ex- 
priment en &, y par les formules 

(3a) X = ,rx, Y=57H-,7, Z = i. 

Les parametres ^?, y constituent un syst&me de coordonn^es du 
point M qui a 6t6 consid6r6 pour la premiere fois par M. Darboux 
dans son Ouvrage Sur uneclasse remarquable decourbes et de sur~ 
faces. Nous alions introduire ces coordonndes dans la representation 
des geod6siques. 

Rappelons d'abord comment 1'equation d'Euler s'integre par le 
moyen d'un faisceau tangeutiel de coniques. Soit liquation d'une 
conique 

aB'ZX -H aB'^XY = o; 



D. IV. *6 
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si Ton y remplaceX, Y, Z par leurs expressions (82), on trouve I'equa- 
tion en coordonnees #, y de cette conique 



) = o. 
Introduisons les notations de la forme adjointe 

a = A' A"- B 2 , a' A" A - B' 2 , a" = A A'- B" 2 , 

_ B'B"~ AB, 6'= B"B - A 1 B', b" '= BB'~ A"B"; 

faisons en outre 



a 6 a? 3 (a'-t- ib') 
On trouve alors que 1'equation <f (,r, y)= o peut s'ecrire 



Mais, 1'equation etant symetrique en .2? et^y, on pourra ecrire aussi 



Cela pose, concevons que le point M(d?, /) decrive la conique re- 
presentee par 1'equation cp = o, nous aurons 



-r~ 
dy 



c'esL-a-dire, eu ^gard aux Equations ci-dessus, 

dx __ j_ dy 



HT7)' 



ce qui est Pequalion d'Euler. 
Prenons reciproquement une Equation d'Euler quelconque 

.__. dx , dy 

(33) * 



//#*-+ /tt# 3 -h rc# 2 -{-/>#H-/3 
si on 1'identifie avec 1'equation prec<dente, on trouve 

et nous trouvons ainsi que 1'equation (33) est verified en tons les 
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points (,r, 7) de la conique dont Fequation tangentielle serait 
,(34) 



Comme il figure dans cette equation une constante arbitraire ', on 
peut en conclure que les coniques contenues dans cette equation tan- 
gentielle fournissent 1'integrale generate de 1'equation d'Euler pro- 
posee. 

II faut observer que les coniques dont (34) est 1'equation tangen- 
tielle forment un faisceau tangentiel de coniques dont fait partie la 
conique C. Les coniques de ce faisceau sont done inscrites dans un 
quadrilatere circonscrit a la conique C ; les parametres des points ou C 
est touched par les cdtes de ce quadrilatere fixe sont les racines de 
Tequation 

) = lt''-h mt* H- /U 2 -+- pt -h q = o. 



Appliquons ceci al'equation d'Euler (3i) qui donne les geodesiques 
du &* (3o). Si 1'on fait 

F(*) = It 1 * H- mt* -h nt* -h pt -+- q, 



et si Ton regarde p comme donne, il faudra dans Pequation (34) 
rempiacer / par /p + /', 772 par mp + m', . . . , ce qui donnera 



On obliendra ainsi, quand p, a 1 prendront toutes les valeurs possibles, 
un r6$eau tangentiel de coniques; et chaque conique de ce reseau, 
rapporte aux coordonn6es^?, y autour de la conique C, fournira une 
solution de liquation (3i). Nous nous trouvons done avoir represente 
sur le plan, point par point, la surface qui admet le ds* (3o), de sorte 
que les geodesiques ont pour images les coniques de ce r6seau tan- 
gentiel. 

Nous nous bornerons ici a signaler les resultats suivants : 

Si les coniques du reseau sont inscrites dans un triangle fixe, le 
ds* (3o) asa courbure constante. 

Ce th^oreme est en relation 6troite avec cet autre deja connu que 
les surfaces de courbure constante peuvent seules avoir des droites 
comme images de leurs ge"odsiques sur un plan. 

En efifet, les coniques inscrites dans le triangle X = o, Y=o, Z =o 
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ont cette equation generate 



et il suffit de la transformation ponctuelle 

X'=/X, Y'=/Y, Z'=v/Z 

pour transformer ces coniques dans les droites du plan. 

Supposons maintenant que les coniques du reseau representatif 
touchent deux droites fixes; dans ce cas le d$* (3o) convient a line 
surface de revolution. 

A, Tegard des ds* de revolution a integrates quadratiques, le lecteur 
demontrera facilement la proposition suivante, que Ton pourrait 
presque attribuer a M. Lie, tant ce geometre s'en est approche : 

Tous les ds z de revolution & integrates quadratiques sont reprg- 
sentables gdodesiquement les uns sur les autres. 

Les d$* a integrales quadratiques qui ne sont pas de revolution 
donnent lieu a un theoreme analogue; chacun est repr^sentable 
desiquement sur un ds z reductible au type VIIj. 



NOTES ET ADDITIONS. NOTE III, PAR M. COSSERAT. SUR LA TIIEORIE, ETC. 



NOTE III. 



SUR LA THfiORIE DES EQUATIONS AUX DfiRIVfiES PARTIELLES 
DU SECOND ORDRE, 

PAR M. E. COSSERAT. 



1. Dans le Mmoire presente en 1870 a TAcad^mie des Sciences et 
dont il a ete question [II, p. 53], M. Moutard s'etait propose Fetude 
minutieuse de la forme la plus elementaire dont soit susceptible Fin- 
tdgrale generale des equations aux derivees partielles du second ordre 
a deux variables independantes, a savoir : celle qui consiste en une 
relation unique entreles trois variables, deux fonctions arbitraires de 
quantiles distinctes form^es explicitement avec les trois variables, et 
les d6riv6es en nombre limit de ces fonctions arbitraires, les arbi- 
traires n'cntrant d'ailleurs sous aucun signe d'intdgration . 

La premiere Partie de ce Memoire avait pour objet de demontrer 
que Ton peut former toutes les Equations aux driv6es partielles du 
second ordre et a deux variables independantes, susceptibles d'ad- 
mettre une int^grale g^n^rale de cette espece 61^mentairej d^s que 
Ton sait trouver toutes les Equations lin^aires du second ordre, de la 
forme considdr^e par Laplace, qui jouissent de la mme propri^t^. 
M. Moutard 6nonce le r^sultat suivant : 

Celles des Equations chercMes qui ne sont reductibles, par un 
changement de variables, ni aux equations lineaires de Laplace, 
ni a liquation de Liouville, sont toutes, en exceptant deux cas 
particulierement simples, reductibles a la forme 

** 



oil A et B sont des fonctions des seules variables independantes 
assujetties elles-memes a verifier certaines conditions; deplus, Vin- 
tegration de cette Equation peut etre ramen&e & dependre unique- 
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merit de cells d'une equation lineaire de la forme consideree par 
Laplace, a savoir : 



_ 
dx dy dx ~dy 

L'exposition suivante, ou 1'on a mis a profit, en plusieurs points, 
des indications precieuses de M. Darboux, constitue le developpement 
de cette proposition. 

2. Remarquons d'abord que si 1'integrale generate de Fequation 
pi-opos^e est determinee par une equation de la forme 



ou w et *> sont deux fonctions donnees et distinctes de #, y, z et ou <pj 
et t^ sont deux fonctions arbitraires dontles derivees successives sont 
d<signees par cp 2 , cp 3 , . . ., <p /w et par ^ ^ . . ., ty n , on peut effectuer 
un changement de variables consistant a prendre u et 9 pour nouvelles 
variables independantes; il nous suffira done de chercher touies les 
equations du second ordre adtnettant une integrate generale de la 
forme 

(0 -s =/(#, y, !, a 2 , . . . , a w , pt, p 2j . . . , p), 

oil ctj designe une fonction arbitraire de x dontles derivees successives 
sont designees par 2 , a 3 , ... et ofc p t designe une fonction arbitraire 
dej dont les derivees successives sont p t , p 2 > 

II est clair que Fexpression (i) ne peut verifier une equation du 
second ordre que si cette derni&re ne contient pas les d6riv6es r et t 
de z et est, par suite, de la forme 

(a) s-hcp(a7,jr, *>/>< 9 r ) = - 

Cherchons done a determiner toutes les Equations de la forme (2) 
adtnettant comme integrate une expression de la forme (i) ; et, a cet 
effet, substituons cette valeur (i) de z dans liquation (2). 

Convenons des maintenant de la notation suivante : etant, d'une 
fagon generale, une fonction formSe avec x } y, 1? p^ et des d6riv6es 
de ces deux dernieres, nous designerons par 



dx' dy' dx*' dxdy* dy*' '" 

les d6riv6es successives de 0, prises en ayant gard aux diflF^rentes 
fonctions a/, p# qui y figurent. 
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Nous aurons, pour les derivees /?, q, s de la fonction z definie par 
1'equation (i), les valeurs suivantes : 



\idcti 



Si Ton substitue dans Tequation (2 ) et si Ton a egard aux deux de- 
rivees TO+1 , P/H.J qui ne figurent pas dans (i), on voit que liqua- 
tion (2) doit etre de la forme 

(4) s H- ppq -H ap H- &^ H- c = o, 

p, a, 5, c designant des fonctions de #, j, 5. 

Si Ton prend comrae nouvelle inconnue, au lieu de -s, une fonction 
de x : y, 5, assujettie uniquement a verifier la relation 



liquation definissant sera encore de la forme (4), niais ne contiendra 
pas de terme en pq\ elle admettra une solution de la meme forme que 
1'equation (4) et reciproquement. 

11 nous suffit done, pour avoir la solution de la question posee, de 
determiner trois fonctions a, b, c de a?, y, z telles que Tequation 



(5) 

admette une solution de la forme (i) . 

3. Substituons les valeurs (3) de /?, q, s et annulons les coefficients 
de a,^, p ft+1 , flWiP/M-i; nous obtenons les trois relations 




dont la premiere doit 6tre idenlique et dontles deux dernieres doivent 
tre v^rifi^es lorsque Ton a remplacS z par /dans a et b. 
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La relation (6) exprime que ~- ne renferme pas $ n et que j*-- ne 






renferme pas a, w ; les relations (7) et (8) nous prouvent done que, 
lorsque Ton a remplace s par /, a depend lineairement de (J w et b 
lineairement de w ; nous sommes ainsi conduits a differentier ces re- 
lations respectivement par rapport a p /a et a a OT . 

Differentions (7) une premiere fois par rapport a p; il vient, en se 

rappelant que ~~ ne renferme pas $ n 



Differentions de nouveau par rapport a S rt ; ^ n'etant pas nul, il 

vx/n 

vient 



Cette derniere relation est identique, si a ne depend pas de s; ce 
cas a examiner etant suppose ecarle, 1'expression 



da 



doit, apres la substitution de -, etre egale a 




et, par suite, ne pas dependre de a w ; elle doit clone etre independante 
de ^, et I'on a alors deux cas a distinguer suivant que sa valeur est 
nulle ou non. 

D'ailleurs, ce que nous avons dit pour a se repete pour b\ il suffit 
de prendre la relation (8) pour point de depart au lieu de la rela- 
tion (7); on obtiendra, en differentiantpar rapport aa w , les relations 

d*f db df df =a 

d$ n dat m -i $x fa m d$ n 
db 



d'ou r^sultent pour b des conclusions analogues a celles obtenues 
pour a, 
Les deux fonctions a et b ne peuvent done tre que de 1'une des 
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trois formes suivantes : 

(I) 
(II) 



co, 77Z, n designant des fonctions des seules variables x et y. 

IL reste ainsi, pour avoir toutes les solutions de la question, a asso- 
cier ces trois formes deux a deux et a examiner les differents cas qui 
peuvent se presenter. 

4. Supposons que a soit de la forme (I) ; nous allons etablir que b 
ne pent etre que de 1'une des formes (I) et (III). 
Soit, en effet, 

a = 7ne u > z -+- n. 

La relation (10) s'ecrit 



d'ou Ton tire, en integrant, 



/ 2 designant une fonction qui, d'apres la relation (6), ne depend pas de 
a fn et qui ne peut, par consequent, renfermer que ^, y,i, . ..,a m _ 1} 

Pi? *-> Pn-l- 

Substituons la valeur (12) de -~ dans la relation (8) ; ii vient 

v 



Or, la relation (12) exprimant que 



ne depend pas de p w , il r6sulte de (i3) que Texpression 



lorsqu'on j a remplac6# par /, ne depend pas de p^; cette expression 
est done une simple fonction de x et y et nous avons deux cas a dis- 
tinguer suivant qu'elle n'est pas nulle ou suivant qu'elle est nulle; b ne 
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peut done tre, comme nous Pavions annonc6, que de la forme (I) ou 
de la forme (III). 

5. Supposons d'abord que b soil de la forme (I); il resulte de ce 
qui precede que Ton aura 



Oil 

__ d logto 

Nous pourrons y adjoindre 

d logo) 
n= b ; 

car on peut repeter sur b le raisonnement fait precedemment sur 
la relation ( J r) conduit a la suivante : 



analogue a (12) et dans laquelle f t ne renferme ni a m , ni p rt ; la re- 
lation (7) devient alors 

) 

d'ou resulte que 

/ <Hogco 
a -- r 
V ty 

ne depend pas de 2. 

L'equation (5) est ainsi, dans le cas actuel, de la forme 



to\ dz 
- -7- -hC'=o, 

J dy ' 



-- y 
dy 

m, m 1} CD designant des fonctions de a? et y et c une fonction 
de x, y, z. 

Si Ton prend comme nouvelle inconnue u>, on a une Equation du 
type suivant 



oti A et B sont des fonctions de X et / et oft G est une fonction de x, 
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Cette equation doit admettre une solution de la forme 



en posant 

07) *1 

et en designant par f l9 / 2 , / 3 des fonctions de #, y, a t , . . ., a /w _i, 

Pi,---, IW 
Les relations (i3) et (i/j.) deviennent d'ailleurs 



08) *_ Br-, 

d9) ^-' = -Ae*, 

cy' 

d'oti rsulte que, si Pon differentie la formule (16), il vient 



doe dy 

La condition pour que la valeur (16) de s satisfasse a 1'equation (i5) 
est done que Ton ait 



apres la substitution de z dans C. 

Le second membre de (20) ne peut 6tre que de la forme bilineaire 
par rapport a cc m , p^; la fonction C est done independante de 5, 
puisque, dans le cas contraire, le premier membre de (20), apres 
substitution de z, d^pendrait de a m et p a en tant que fonction du 
rapport 



C ^.tant une simple fonction de x et y, il en resulte que /, est une 
fonction delermin6e de x et y, ne dependant ni des fonctions 04, p t , 
ni de leurs d6riv6es. Prenons comme nouvelle inconnue z /a, on est 
amene chercher si une equation de la forme 

(a,) 
x y 



peut admettre comme solution Fexpression 

(aa) ^ = logg, 

X t et ^ ayant la signification donn6e par les formules (17). 
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En tenant compte de la valeur (22) de s, les relations (18) et (19) 



donnent 



i , i . 

= b A! , --T = A [ti . 
x dy 



Si Ton a egard a tout ce qui precede, on peut done dire que la con- 
dition necessaire et suffisante pour que Tequation (21) reponde a la 
question posee est que Ton puisse verifier le systeme suivant, deter- 
minant deux fonctions X et JJL 



an moyen de deux expressions ne renfermant, outre les variables or 
etj, que deux fonctions arbitrages de #etj respectivement etleurs 
derivees jusqu'a un ordre determine. 

6. L'elimination de Tune des fonctions X ou IJL entre les Equa- 
tions (28) conduit pour Tautre a une equation lineaire du second 
ordre de la forme consideree par Laplace; si Ton elimine IA, on trouve 
que X doit verifier 1'equation 



/ ,x d\ ._. 

(24) --- ^ ABX = o, 

v ' 



et si Ton elimine X, on obtient 1'equation 

(25) 

v ' 



a laquelle satisfait [x. 

On peut done considerer Tun des r^sultats de M, Moutard comme 
completement etabli. 

II y a peut-etre cependant encore int^ret a indiquer comment on 
peut relier directement les Equations (a/J) et (a5) a liquation (21); 
remarquons que cette derniere peut s'ecrire 

l/^i_ A 

dx \dy 
et Ton est conduit a consid^rer le systeme 




SUR LA THEORIE DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES, ETC. 4 1 3 

definissant deux fonctions inconnues z et jx; si 1'on elimine (JL, on re- 
trouve Pequation (21); si, au contraire, on elimine s 9 on trouve 
Fequation (26). 

La consideration du systeme (26)permet de demon trer de nouveau 
que, non seulement les problemes de Fintegration des equations (21) 
et (a5) sont Equivalents, mais que si 1'une de ces equations a une so- 
lution de la forme que nous considerons, il en est de meme de Fautre. 
Cela resulte immediatement de ce que les relations (18), (19), (22) 
entrainent les suivantes : 



_ 

~~j XX & i 

dy dy 



En considei-ant de meme le systeme 



on relierait entre elles les equations (21) et (2/1). 
7. Reportons-nous a la fin du n 4 et supposant toujours 



examinons la seconde hypothese possible relativement a b, savoir 
celle ou, b etant de la forme (HI), on a 



" "" dOG 
\, 

L'equation (5) est alors 



^ dz <Hog co dz 

n) -- -- i -- r-~ ^ -- H c = o. 



Si Ton prend comme nouvelle inconnue ws-j-logTW, on a une equa- 
tion transformee de la forme 



ou A ne depend que de x et y et oil C est une fonction de &, y, s. 
Cherchons a verifier cette Equation par une expression de la 
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forme (r); les relations (12) et (i3) nous donnent ici 

df __ i 
d*~ P-H/Z' 
df, 
dZ^ ' 

en sorte que/ 2 ne peut dependre que de/, p n p 2 , - - > P/i-i- 
On a alors 

(28) /=log(p-h/ 2 )+/ 1 , 

/! etant de mme forme que /, mais ne dependant pas de (3,,. 
La relation (7) devient 



(29) 



Portons notre attention sur la drivee p /z mise en Evidence dans la 
formule (28); nous obtenons la relation 



dont Tintegration est immediate et nous donne 




(3o) eA 

/a et/ 4 designant des expressions de meme forme que/ qui sonl res- 
pectivement independantes de p^-i et de a. m . 

Envisageons maintenant la derivee p /A-1 ; afin de la mettre en Evi- 
dence, sous une forme simple, 61iminons / 2 entre 1'identite (29) el 
celle qu'on en deduit en diff6rentiant par rapport a a /w ; il vient, en 
tenant compte de (3o), 



Le premier membre de cette nouvelle identite ne peut <Ure que li- 
n^aire par rapport a p n _, ; il en est done de mdme du second ; si A 

Detail pas nul, . ' , devrait etre Un6aire par rapport a p n _,, ce 

J 3 I 4/4 

qui est impossible si Ton remarque que/ 3 renferme essentiellement w 
et que/4 renferme aussi essentiellement p^-j. 
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La conclusion est done que 1'on a 



Demontrons maintenant que C est une simple fonction de & et ^/; 
rien ne serait plus facile que d'etablir ce re"sultat en partant de Fiden- 
tite (3i); mais il est plus instructif de proceder de la fa$on suivante. 

Substituons a z dans 1'equation (27) la fonction f definie par la 
formuie (28); en ayant egard a la derivee $ n , on voit immediatenaent 
que C est de la forme 

G = me-H- /i, 

m et n etant deux fonctions de x et y. 
Tenant compte du re"sultat A=o, liquation (27) pent done s'ecrire 



(33) -r h -; h >ne 3 -f- n = o. 

v ' dx dy ax 

Or, considercns le systeme 

{ dz 

\ ^ + /?l = e ""' 
(34) 



j z C ^ a (^ m \ 



Si Ton elimine M, on trouve Fequation (33); si, au contraire, on 
elimine z, on trouve 1'equation 



ou Ton a pos^ pour abre"ger ; 

. dm 

k = n -r 

*y 

Les formules (34), qui effectuent le passage de liquation (33) a 
liquation (35), nous montrent que si Tune de ces Equations adraet 
une solution de la forme considered (i), il en est de me"me de Tautre. 

Or, si la fonction k n'est pas nulle, liquation (35) rentre dans le 
type (5) pour lequel les coefficients a et b sont tous deux de la 
forme (I); en appliquant les r6sultats que nous avons obtenus dans 
les nume>os pr6cdents, on aura 



Si, au contraire, la fonction k est nulle, liquation (35) devient 
dx dy dy ' 
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elle rentre alors, apres echange des lettres x et /, dans le type que 
nous etudions actuellement, et, d'apres la condition (3a) trouvee pour 
1'equation (27), nous ob tenons encore 



Inequation (33) est done, dans tons Les cas, de la forme 
,_-. d*s de* d*-Q 

( 36) -T - r- 4- -T -- \- -: - = > 

x ' dxdy dx dxdy ' 

6 designant une fonction de x et y. 
Le systeme (34) devient le suivant 

dx du d* 

- = e-**, e z - --- : r- e u , 
dx dy dxdy 

en vertu duquel z satisfait a 1'equation (36) et u a la suivante : 



. 

dx dy dx\dxdy) Oy dx dy 

r)2fl 

Si la fonction j . est nulle, liquation (36) devienl la suivante : 



de z 

= o, 



dec dy dx 

qui satisfait a la question et que nous avons, en somme, deja integr^e 
pour ecrire la formule (3o). 

/)2 ft 

Si la fonction ^ -r- n'est pas nulle, il nous suffit de remarquer que 

tout revient a considerer Tequation (3^) et Ton est ramene a la ques- 
tion traitee dans les numeros precedents. 

On peut encore remarquer que si Ton prend comme nouvelle in- 
connue .s-f-6, Fequation (36) se ramene a la suivante : 



od A designe une fonction de x et y et qui se deduit de liqua- 
tion (21) en y faisant B o. 

Rien n'est d'ailleurs plus facile que d'etudier directement liqua- 
tion (38); car on Tintegre, dans le cas le plus g&n<ral, par la for- 
mule 

Y 



:- f 
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ou X designe une fonction arbitraire de x et Y une fonction arbi- 
traire de y. 

8. Passons maintenant au cas ou Fexpression de #, 

a = mz -H n, 

est dela forme (II); il resulte de ce que nous avons dit au n &, apres 
echange des lettres x et y, que b ne peut pas etre de la forme (I); je 
dis, de plus, que b ne peut etre que de la forme (III); en effet, la re- 
lation (10) nous donne alors, m n'etanl pas nul, 

(39) g-; 

il en resulte que, si Pon differentie la relation (8) par rapport a p w , 
on doit avoir, lorsqu'on a remplace s 

db I df \ 2 

= 



b ne contient done pas s el 1'equation (5) est, dans le cas actuel, de 
la forme 

^ " ( ~ ^ b 

^ ' doc Oy ~~ ' 



772, /I, b etant des fonctions de x et^* seulement. 

Mais, si Ton prend comme nouvelle inconnue une expression 
lin^aire par rapport a z^ la forme de liquation pr^cedente ne change 
pas, et il est facile de voir qu'on peut toujours faire en sorte que, 
pour la nouvelle Equation, les termes analogues a n et a b soient 
nuls; nous pouvons done nous borner a chercher quelles sont les 
Equations de la forme 

, , . d*z dz 

< 4o > 



ou m est une fonction de a?, y et c une fonction de a?, jr, js, qui ad- 
mettent comme solution une expression de la forme (i). 

On voit immSdiatement que c doit tre lin^aire par rapport a z] en 
effetj la relation (8), eu dgard a (6), s'6crit dans le cas actuel 
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Done ^ ne contient pas p a et, par suite, j~g- ne peut le contenir 

que lineairement ; mais de (89) resulte que / est aussi lineaire par 
rapport a p; si done Tequation (4o) est verifiee, lorsqu'on remplace 
z par/, la fonction c doit etre Iin6aire par rapport a s. 
L'equation (4o) s'ecrit alors 

d*s dz 

(4i) -T ; H mz-r t- to -+ toi = o, 

VH ' > 



co et to! etant des fonctions de x et/ seulement. 

On pourrait etablir bien facilement, en partant de (*] ) et en differen- 
tiant par rapport a a w , que la fonction m ne depend pas de x\ mais 
il est plus elegant d'etendre au cas actuel un raisonnement qui nous 
a ete indique par M. Darboux et qui donne des resultats plus complets. 

Consid^rons le systeme 

dz 



- m > 
ay 2 



dv dm 



determinant deux fonctions 9 et z de x ety; Telimination de 9 con- 
duit a Tequation (40 5 s ^ ^' une ^ es fonctions -p-, co n'est pas nulle, 

1'elimination de z conduit a une Equation du second ordre en 9 qui 
doit admettre une solution de la meme forme generate que celle 
dont on suppose 1'existence pour Fequation en z. 

Or, toute equation du second ordre intgrable dans ces conditions 
est, ainsi qu'on 1'a vu, de la forme (4)? ou p, a, b, c sont des fonctions 
de x, y, z\ Tequation en 9 ne remplissant pas cette condition essen- 
tielle, la contradiction a laquelle nous parvenons entraine 

dm 



La fonction m ne dependant que de y, on peut alors, en prenant, a 
la place de y, une nouvelle variable independante qui soil une fonc- 
tion convenablement choisie de /, faire en sorte que m soit, dans la 
nouvelle Equation, 6gale a i et Ton peut, par suite, se borner a consi- 
derer Fequation 



6 designe une fonction de x et de y seulement, 
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Or, considerons le systeme suivant : 

t $3 

"^ 

^-Jf-e*-, 

\ ty 

determinant deux fonctions z et u de x et y\ Pelimination de u con- 
duit pour z a 1'equation (4a) et relimination de s a la suivante : 



Les formules (43) qui etablissent le passage de F equation (4.2) a 
liquation (44) tant resolues respectivement par rapport a u et a z, 
il en resulte que, si 1'une des deux Equations (4s) et (44) admet une 
solution de la forme considree (i), il en est de me"me de Paulre. 

Mais si la fonction n'etait pas nulle, I'&qualion (44) serait du 
type (5), oil a serait de la forme (I) et b de la forme (III); le terme 
e u qui y figure conduit alors a une contradiction avec les developpe- 
ments du numero precedent. 

En definitive, 1'equation cherchee (42 ) se reduit ainsi simplement 
a la suivante 



qui s'integre immediatenient et dont I'int6grale generale est deter- 
min6e par la formule 



(4 6) ^ = ^ H- _ 

u ; ?'Cr) /(*) 

oti f(&) design e une fonction arbitraire de cc etcp(^) une fonction 
arbitraire de y admettant y 1 (y) et cp'' '(y) pour deriv^es. 

9. II nous reste enfin supposer dans (5) que a est de la forme 
(III); les cas ou b serait dela forme (I) ou de la forme (II) se dedui- 
sent de ceux examines prec^demment par l'e"change de x et y\ Ja 
seule hypoth&se qu'il nous reste a consid^rer est done celle ou a et b, 
rentrant tous deux dans la forme (III), sont de simples fonctions de 
x et de y. 

Dans ces conditions, les relations deja 6tablies 



dy 
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donnent par 1'integration 

/= M! /i (#,<*! ,a 2 , -..jam) 

j Pi, fc, > PA) 



en designant par u et w 2 deux fonctions de x et y assujetties simple- 
ment verifier les equations 



Ecrivons que Pequation (5) est ve*rifiee lorsqu'on y remplace s par 
Texpression /precedente; il vient 



DifFerentions cette relation deux fois successivement par rapport a 
a w et a p rt ; nous obtenons, en n'ecrivant que les relations qui vont 
nous tre utiles, et en remarquant que les fonctions 4 et u% ne sont 
pas nulles, 



-fi ()'= 

Ecartons immediatement le cas ou Tequation proposee serait 
lineaire, c 7 est-a-dire oil c dependrait lin^airement de s. 
Ce cas particulier etant laisse" de c6t6, les rapports 

d 2 c d*c 

,, . 5s 5 JzZ 

(47) 53 - T~^' to - 7 db' 

-r -- aO -r~ ~Z -- Q,t> - -r 

djs due djs dy 

egaux respecti vement aux suivants 




* />/ 



ne doivent pas dependre de s, puisque les rapports (48) sont respec- 
tivement independanls de p^ et de a w . 
Ces deux rapports (47) doivent d'ailleurs ^tre egaux; sinon, en 
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considerant leur quotient, on aurait cette conclusion que ~ est une 
simple fonction de x et y ; on a done 

da __ db 

da: """ dy 

et, en introduisant une fonction auxiliaire 0, 

a = 



I/equation propos6e s'ecrit 



_p:i H _:::::i 4 _ c ==0j 

et, en prenant comrae nouvelle inconnue *6, on voit que Ton peut se 
borner au cas ou, pour Tequation (5), on a 

<z = o, b = o, 
c'est-a-dire ou cette equation est la suivante, 



c e*tant une fonction de a?, y, z. 

Les deux rapports 6gaux (48) etant, main tenant, Tun une fonction 
de x, Pautre une fonction de JK, ont une mme valeur constante qui 
est aussi celle des rapports (47) ; et, en definitive, la fonction c de 
noire Equation (4g) doit verifier la relation 



___ y 

-^ .. K ~ 9 

dz* dz 



oil k est une constante qui n'est pas nulle; on en deduit, en integrant, 



m et n designant deux fonctions de & 

Si Ton prend comme inconnue M = k(z -hm), liquation (49) de- 
vient la suivante 



(5o) 



ou co est une fonction d^termine'e de x et y. 
Je dis que cette fonction o> doit etre nulle, 
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La demonstration de ce point est une consequence immediate du 
resultat obtenu au n 8 pour 1'equation (4i); * a consideration du 
systeme 



en vertu duquel s satisfait a liquation 



et u a 1'equation (5o), nous montre, en effet, que ces deux equations 
(5o) et (5a) admettent, en m^me temps, des solutions de la forme g6- 
nerale (i). 

L'equation cherch^e de la forme (5o) ne peut done etre que la sui- 

vante 

d*u 

~ - -- }- e n = o, 
dxdy 

dont Liouville a donne 1'integrale. 

L'integration de cette equation est ramen6e, au moyen du sys- 
teme (5i) ? ou 1'on suppose co = o, a celle de liquation (4^); t son 
integrale generate est ainsi, en vertu de (46), determinee par la for- 
mule 



qui concorde avec celle donnee [III, p. 291], 
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NOTE IV. 



SUR LA TORSION DBS GOURBES GAUCHES ET SUR LES COURBES 
A TORSION CONSTANTE. 



1. II semble au premier abord qu'il y ait une grande analogic de 
nature entre la courbure et la torsion d'une courbe gauche. L'une et 
I'autre de ces grandeurs se defmissent comme le quotient d'un angle 
infiniment petit par la diflerentielie de 1'arc; 1'une et 1'autre repre- 
sentent une rotation dans la theorie cinematique des courbes a double 
courbure. Mais ces rapprochements sont les seuls qu'on puisse si- 
gnaler : il y a un centre de courbure, il n'existe pas de centre de 
torsion ; la courbure depend des elements diflerentiels du deuxieme 
ordre; la torsion de ceux. du troisieme ordre, Enfin, tandis que la 
courbure est une irrationnelle dependant d'un radical carre, comme 
toutes les grandeurs dont la mesure se ramene a celle d'un segment 
de droite, la torsion est d6termin6e rationneliementj en grandeur et 
en signe, pour chaque point d'une courbe gauclie. Les formules qui 
donnent les valeurs de ces deux Clements rnettent ce dernier point 
en pleine evidence ( 1 ). On peut encore Petablir en tudiant un infini- 
ment petit d'une nature particuliere, relatif a une courbe gauche quel- 
conque. 

2. Soil M un point quelconque d'une courbe gauche. Prenons sur la 



() Dans le Cours d' Analyse de I'tfcole Poly technique, M. Hermite suppose 
que les coordonue'es x, y, z du point d^une courbe gauche sont exprime'es d'une. 
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courbe quatre points M t , M 2 , M 3? M 4 , infiniment voisins du point M; 
et proposons-nous d'evaluer le volume du tetraedre M 1 M 2 M 3 M 4 . 
Soient #, y, z les coordonnees rectangulaires du point M, que nous 
supposerons exprimees en fonction d'un parametre t ; soient x* ', y' 9 5'; 
cc", a >w ', . . . leurs derivees par rapport a t. Si t -+- A/ designe la valeur 
du parametre pour le point M/, les coordonnees ^/, y^ z t de ce point 
s'exprimeront par les form ales 



a?" x 

= a? -H a?'A/-h A/ -f- -T- 

Ii O 



VH-. 



= ^j -+- 



r" y f " 

-iAjH-^MH-.... 



Le volume V du tetra&dre M 1 
moment des deux segments M^Ma 
deur et en signe, par la formule 



2 M 5 M4 ? c'est-a-dire le sixieme du 
et M 3 M 4 ( 4 ), sera defini, e/i gran- 



6V = 



73 



En negligeant les termes contenant la quatri^me puissance et les 



maniere quelconque en fonction d'un paramdtre t et il donne (p. 168 et suiv.) 
les expressions suivantes de la courbure et de la torsion. 
Soient a?',^'* z' } &"> ... les d<5riv6es successives de &.y, z. Posons 



B = z'x" x'z", 



a?' y 9 z 1 
x" y" z" 



Si p et T d^signent respectivement les inverses de la courbure et de la torsion, 
on aura les for mules 



qui montrent bien la difference de nature entre la courbure et la torsion, 

(') Voir, a ce sujet, G. KCENIGS, Legons de Cinematique professes a la Fa- 
culte des Sciences de Paris, Chapitre I. 
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puissances suprieures des A/, on aura evidemment 
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6V = 



ou encore 

(3) 

& dsignant le determinant 
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le produit suivant : 



(4) 

et? 
(5) 



3. Pour calculer le determinant A, on peut se servir des formules 
de Serret-Frenet : 



(6) 



dx 
Ts 



a c 

7"?' 



a, &, c ayant les significations d6ja donn^es [I, p. 2 et 9]. On en d6duit 
en effet les expressions suivantes des d&riv&es de x par rapport & t } 



(7) 



# ; 



ds 



b 

p 



ds 



ds* 



a 



Ces expressions, et celles qui conviennent de m6me aux d6rives de 
y et de #, permettent de calculer ais^ment la diff<rentielle de Tare, la 
courbure et la torsion. En les portant, par exemple, dans le determi- 
nant A et se rappelant que le determinant des 9 cosinus a, b, c doit 
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etre egal a i, on trouvera 



Cette formule met bien en evidence la propriety de la torsion sur 
laquelle nous voulions insister ( 1 ). 

4. En portant la valeur de A dans la formule (3), on aura done 
(9) 



Pour donner une forme entierement geom^trique a cette formule, 
on peut proceder com me il suit : 

En negligeant les iniiniment petits du second ordre, on peut con- 
siderer le point M* comme porte sur la tangente en M a une distance 

de M egale, en grandeur et en signe, au produit -*- h^ de sorte que la 
difference 



repr6sentei*a, en grandeur et en signe, le segment MjM^. En tenant 
compte de cette remarque, on pourra ecrire la relation 

(10) 73 V = ^W^/k M 2 M 4 M 3 M 4 JV^Ms M^MTMl, 

t p-a 

qui resout completement le probleme propose. Elle est tout a fait 
analogue a la suivante 



(u) - 4S^iMI 

P 

qui donne, sur une courbe plane ou gauche, Paire du triangle form6 
par les trois points iniiniment voisins M 1? M 2 , M 3 . Cette nouvelle for- 
mule devient d'ailleurs pleinement evidente si Ton se rappelle une 
des relations les plus connues de la Geometric elementaire. 

5. Si 1'on suppose que quelques-uns des points M 1? M 2? M 3 , M 4 
viennent se confondre, la formule (10) conduit a des relations dja 
connues. Nous savons, par exemple, que le volume V admet Texpres- 



(*) Elle se deduit imm^diatement des deux formules de M. Hernaite donates 
dans la note de la page 4 2 3, mais avec un changement dans les signes, sur lequel 
nous aliens revenir plus loin. 
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sion suivante : 



6 designant Tangle des aretes opposees MtM 2 et M 3 M 4 , 8 etant leur 
plus courte distance. On aura done 



-- Mi M 4 M 2 M 4 Mj M 3 M 2 M 3 . 

-up* 

Supposons que M 2 vienne coi'ncider avec M t et M 4 avec M 3 ; Jes 
aretes MiM 2 et MaM* deviendront les tangentes en Mj et en M 3 ; leur 

angle aura pour valeur approch6e - -, et [la formule precedente 
nous donnera 



G'est I'expression bien connue que M. p. Bonnet a donnee pour la 
plus courte distance de deux tangentes infiniment voisines. 

Laissant de cdte" des remarques analogues qui nous feraient con- 
naitre d'autres infiniment petits, revenons a 1'objet que nous avons 
en vue. La formule (8) montre, comme nous 1'avons fait remarquer, 
que la torsion est une quantity rationneile, puisqu'en chaque point de 

ds 
la courbe p 2 et -j-^ s'expriment sans aucun radical carre. Au reste, on 

peut mettre en evidence le meme resultat en rappelant les formules 
que nous avons donn^es au n 36 [I, p. 42]. Nous avons vu que si c, c f , 
c" sont les cosinus directeurs de la binormale, on a, T designant tou- 
jours 1'inverse de la torsion, 

dx = a ds = t(c"dc r d dc"), 

dy a'ds = T(C dc" c" 'do), 

dz = a" ds = T(C' dc cdc' ). 



(12) 



II est clair que les expressions ainsi obtenues ne dependent nulle- 
ment du sens attribu la binormale; et, par suite, chacune d'elles 
fera connaitre une valeur rationneile de la torsion. Au reste, si Ton 
substitue c, c', c" des quantites h, k, I simplement proportionnelles 

^ ces cosinus, on aura les formules 

* 

Idk kdl 



(iS) 



hdlldh 
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qui ont 6te deja employees pour le cas ou la torsion est constante [I, 

p. 43]. 

6. Les remarques pr6cedentes montrent aussi que, pour enoncer 
d'une maniere tout a fait correcte le theoreme d'Enneper, il faut 
dire que les torsions des deux lignes asymptotiques qui passent en un 
mme point d'une surface y sont egales en valeur absolue a Finverse 
de \/ RR', R et R' etant les rayons de courbure principaux de la 
surface; mais les formules de M. Lelieuvre [IV, p. 24, 29], rap- 
prochees des prcedentes (12), montrent immediatement que les 
torsions des deux lignes asymptotiques sont egales et de signes 
contraires. Sur une surface a courbures opposees, les deux families 
de lignes asymptotiques sont nettement distingu^es par la propriete 
suivante : pour les unes, la torsion est positive; pour les autres, la 
torsion est negative. 

II y a, par exemple, deux classes de surfaces reglees : pour les unes, 
la torsion des generatrices rectilignes est positive; pour les autres, 
elle est negative. Pour definir cette torsion, il faut, bien entendu, 
considerer le plan tangent a la surface comme etant le plan osculateur 
de la generatrice rectiligne. 

Pour chercher a quelle propriety de forme correspond le signe de 
la torsion, appliquons, par exemple, les formules (12) a Thelice d6- 
finie par les equations 



nous trouverons 

1 4- A 2 



T sss 



de sorte que, pour une h61ice dextrorsum, la torsion est negative; 
elle est positive, au contraire, pour une h61ice sinistrorsum ( 1 ). 

7. Aun 39 nousavons signale, comme un probleme des plus int6 



(*) Oa voit facilement que la valour de la torsion donn<$e par la formule de 
M. Hermite et cellequi r^sulte de ^application des formules (6) de Serret-Frenet 
sont e'gales et de signes contraires. La formule de M. Hermite nous semble pr- 
fe*rable : il aurait mieux valu ^crire les formules de M. Serret sous la forme 

, bds . bds 

act = 9 ac = 

P T 

Alors, pour une belice dextrorsum, la torsion serait positive; t serait e*gale A 
la rotation p et non a cette rotation change*e de signe (n 4). 
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ressants, la recherche des courbes algebriques a torsion constante. 
La construction que nous avons donnee au n 770 nous a montre 
qu'il y a le plus haut interet a connaitre mme celles de ces courbes 
qui sont entierement imaginaires. Cette construction peut, en effet, 
s'enoncer de la maniere abreg^e suivante (n os 769-770) : 

Pour determiner toutes les surfaces applicables sur le parabo- 
lo'ide de revolution de paratnetre 2T ; on construit deux courbes (F), 



ay ant des torsions constantes, egalesetde signes contraires - 






Le milieu p de la corde, qui joint un point de (r) d un point 

de (r z ) ; ddcrit une surface (S ) quipeut &tre engendree, soil par la 
translation d'une courbe (T 1 ) homoth&tique a (T), soitpar la trans- 
lation d'une courbe (T( ) homothetique & (I^). Les plans osculateurs 
aux courbes (T f ) et (T\) qui passent en un point M de ( S ) se cou- 
pent suivani une droite (d). Les deux nappes focales (S^ et (S 2 ) 
de la congruence engendree par cette droite sont les surfaces cher- 
chees. D'ailleurs, si F 1? F 2 sont les points focaux de (d), on a 



w designant V angle des deux plans osculateurs qui se coupent $ui- 
9 ant la droite (d). 

II resulte immediatement de cette construction la consequence sui- 
vante : il faut que la courbe (T) soit imaginaire pour que les nappes 
(S t ) et (S s ) soient reelles. On devra alors associer a (T) la courbe 
imaginaire conjuguee (1^). 

Depuis Tinvitation que nous avons adressde au n 39 aux geo- 
metres, les courbes a torsion constante ont ^te 1'objet d'un certain 
nombre de travaux ( 1 ). 



(*) G. KOENIGS, Sur la forme des courbes d torsion constante (Annales de la 
Faculte des Sciences de Toulouse^ 1. 1, p. E.I; 1887). 

I. LYON, Sur les courbes a torsion constante; Th6se soutenue en juillet 1890 
devant la Facultg des Sciences de Paris (Annales de VEnseignement supe'rieur 
de Grenoble, t. II, p. 353; 1890). 

M. FouQHi, Sur les courbes alge'briques a torsion constante (Annales de 
VJficole Normale supdrieure, 3* se^rie, t. VII, p, 335; novembre 1890). 

E. FABRY, Sur les courbes a torsion constante (Annales de V&cole Normale 
superieure, 3 a se*rie, t, IX, p. 177; 1892). 

E. COSSERAT, Sur les courbes alge'briques a torsion constante et sur les sur- 
faces minima alge'briques inscrites dans une sphere ( Comptes rendus } t. GXX, 
p. 
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Bien qu'on n'ait pas encore reussi a determiner toutes les courbes 
algebriques a torsion constante, nous devons a M. Fabry la connais- 
sance d'un certain nombre d'entre elles, qui sont reelles. On peut 
citer, par exemple, celles qui correspondent aux valeurs suivantes des 
cosinus directeurs de la binormale 



d4) 







X -1- fJl . 

L. / 



ou X et fx sont deux entiers. 

M. Fouche a employe pour etudier les courbes a torsion constante 
la methode suivante : 

Exprimons les cosinus directeurs de la binormale par les formules 
si souvent employees 



c 



ou a et (3 sont les coordonnees symetriques d'un point de la sphere. 
Les Equations (12) nous donneront 



(16) 



Si la courbe est alg^brique, c, c r , c^et, par suite, a, p seront neces- 
sairement des fonctions algebriques d'un parametre. II en sera de 
meme des integrates 




C P 2 afa-t-- a 2 d$ r dv. -+- r/p 



D'autre part, comme les expressions 
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sont des differentielles exactes, on voit que les six expressions 

da $d* $*d* 

(a-p)*' (a-?) 2 ' (-p) 2 ' 




devront etre des diffe>entielles de fonctions algebriques. Reciproque- 
ment, il sera suffisant que trois d'entre elles, prises dans les trois 
colonnes differentes, admettent pour integrales des fonctions alge- 
briques. 

Prenons, par exemple, celles qui sont dans la seconde ligne du 
Tableau precedent. Soit 




il faudra que 

a 2 ds, 

soient des differentielles de fonctions algebriques. Cette condition 
exige evidemment que e soit la derived seconde par rapport a a d'une 
fonction algebrique. II faudra done que Ton ait 



ou encore 

(18) P' = y(a-p)*. 

Ainsi tout est ramen6 a la recherche de deux fonctions algebriques 
(3 et y de a verifiant cette equation. 

On peut encore, avec M. Fouch6, efTectuer une derniere transfor- 
mation. Posons 

(19) a-p^J^, 
liquation deviendra 



Bien que cette equation n'ait pas et6 r^solue d'une maniere 
rale, on en apergoit imm^diatement un nombre illimit^ de solutions, 
que Ton obtient en prenant pour / des polyndmes, des fractions ra- 
tionnelles assnjetties a des conditions simples. II est vrai que les 
courbes correspondantes seront g6ne>alement imaginaires. Mais nous 
avons vu que, dans certaines questions au moins, ce sont ces courbes 
qu'il faudra rechercher. 
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8. L'equation precedence, comme celle que Ton obtiendrait en 
egalant a une constante 1'expression de la torsion en coordonnees car- 
tesiennes, appartient au type suivant. 

Solent y, z, u, ... des fonctions d'une variable x assujetties a ve- 
rifier une Equation differentielle de la forme suivante : 

F (#> y, *,u, ...\ y, s r , u', . . . ; y, ~", u", . . .) = o, 

y r , y", . . . ; y, ... designant les derivees successives de y, z^ u, .... 
On peut se demander s'il est possible de resoudre une telle equation 
(ou plusieurs equations simultanees de m^me forme), c'est-a-dire 
d'exprimer a?, y, js, U, ... en fonction d'lin param^tre, de certaines 
fonctions arbitraires de ce parametre et des derivees de ces fonctions. 
Monge s'etait propos cette belle question dans le Memoire que nous 
avons deja cite [I, p. 16], Elle m^riterait d'etre reprise avec tous les 
developpements qu'elle comporte. On pourra consulter, sur le cas du 
premier ordre et de deux variables indpendantes, notre Memoire sur 
les solutions singuli&res des Equations aux derivees par tielles du 
premier ordre, insert en 1888 au tome XXVII des Memoires presenter 
par divers savants a VAcademie des Sciences. 
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NOTE V. 



SUR LES FORMULES D'EULER ET SUR LE DfiPLACEMENT 
D'UN SOLIDE INVARIABLE. 



1. Au Chapitre III du Livrel [p. 34] ainsi qu'au n 963, nous avons 
eu a parler des formules celebres d'Euler et d'Olinde Rodrigues qui 
definissent un changement de coordonn^es ou un deplacement et con- 
tiennent seulement trois arbitraires, en fonction desquelles s'expriment 
algebriquement les neuf cosinus. Nous allons faire connaitre une 
methode geometrique qui donne ces formules de la maniere la plus 
simple, en fournissant immediatement la signification geometrique des 
arbitraires qui y figurent. 

Considerons une figure mobile ayant un point fixe O et rapportons- 
ia a un triedre trirectangle Qocyz ayant pour sommet le point O. Si 
on lui imprime un deplacement quelconque, on sait qu'il equivaut a 
une rotation d'angle autour d'un certain axe OH, passant par le 
point O (fig. 90). Par suite, un point M quelconque de la figure in- 
variable venant occuper la nouvelle position M t , il y aura un plan 
perpendiculaire a OH passant par M et par M 4 , et dans ce plan, un 
cercle passant en M et en M 1? dont le centre P sera sur OH. 

Menons les tangentes au cercle en M et en M 4 ; elles se coupent en 
un point Q. Nous allons determiner de deux manieres differentes les 
coordonn6es du point Q. 

L'angle MPM! etant 6gal a 6, Tangle MPQ sera 6gal a - Par con- 

, 2 

sequent, si Ton imprimait a la figure mobile dans sa premiere posi- 
tion une rotation injiniment petite, dont la vitesse angulaire serait 

ft 
tang -7 la vitesse du point M serait, en grandeur et en signe, egaleau 

segment MQ. 

Si done on designe par a?, y, z les coordonnees du point M et si 
D. IV. 28 
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Ton pose, a, p, -y designant les angles de OH avec les axes, 

X 6 u n v 6 

(r) - = cosa tang-> = cos plan g- 5 - =s COSY tang- > 

v/ p 2 p l 2 p ' 2 

_, if , ^ seront les trois composantes de la rotation infiniment petite 
consideree, et les projections de MQ sur les trois axes seront 



p 
Fig. 90. 




Pour obtenir les coordonn6es ^', y , 5' du point Q, il faudra ajouter 
les projections de OM celles de MQ, ce qui donnera 



[j.z 



' = p -h X^ [ 



Envisageons maintenant la figure dans sa seconde position; on re- 
marquera que M t Q serait la vitesse du point M 4 si Ton imprimait a la 
figure une rotation infiniment petite, egale et contraire & la premiere. 
Si done j?!, y it z designent les coordonn^es du point M!, on aura de 
meme, en changeant les signes de X, {JL, v ou celui de p, 



(3) 
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ISgalant les expressions differentes de #', 7', s', nous aurons 



(4) 



Xs = p/i v 
X/ - (*# = p*! X/j-h 



2. On peut resoudre ces equations d'une maniere elegante, Si on 
les ajoute d'abord apres les avoir multiplies respectivement par 

-?->-> on ob dent la relation 

P P P 

(5) X#-h fji/-hv5 = X#iH- (171+ vsj, 

qui etait 6vidente par la Geometrie, car elle exprime que la droite 
MM t est perpendiculaire a 1'axe de rotation. Si Ton ajoute maintenant 
les quatre equations precSdentes, apres les avoir multipliees respec- 
tivement par des facteurs X, p., v, p, tels que le coefficient 
de Pinconnue cherchee devienne egal a 

(6) 

on trouve 

f &x = ( 
7 ) J B7 = 2 

( B.3 = 2(Xv -4-jJtp)a?i +a((jiv Xp)jKi H- (p 2 H-v 2 X 2 



Pour obtenir les formules resoiues par rapport a x i9 y^ s iy il fau- 
drait ^changer x> y, z et o? 1? y lf z l en changeant le signe de p. 

3. Dans les d^veloppements qui pr6cedent, nous envisageons une 
figure invariable, rapportSe a un tritedre fixe (T) Qxyz et se depla- 
gant pendant que ce tri&dre reste fixe. On peut aussi consid^rer les 
formules preccdentes comme ddfinissant un changement de coordon- 
n^es, dans lequel on passera de.(T) a un triedre (T t ) Qasiy^s^ Alors 
les arbitrages a, p, ^ 6, relives a X, ^, v, p par les formules (i) ; d6fi- 
niront la rotation qui am&ne le triedre (TJ a coincider avec le 
triedre (T). II suffit, pour le reconnattre, de remarquer que, si Ton 
suppose que la rotation dfinie par les formules (i) entralne le 
triedre (T), les coordonn6es du point M 4 , par rapport a la nouvelle 
position du triedre, restent 6gales aux coordonn^es a?, /, s du point M, 
tandis que les coordonnees de M^ relatives aux axes primitifs, sont 
#u /i> s i* U- est Evident, d'ailleurs, que Paxe de rotation fait des 
angles 6gaux avec les axes de m&me nom des tri^dres (T) et (TJ. 
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k. Revenons a notre premier point de vue. Au n 27, nous avions 
deja donn6, sous deux formes differentes, les equations precedentes, 
en les rattachant a la consideration de la substitution linSaire qui 
d&init une rotation. Nous avons vu, en effet, que si Ton considere la 

sphere de rayon i , 
r 



et si Ton introduit la variable complexe definie par la formule 

iy 
-= 



(8) 

la substitution lineaire 



definit une rotation qui est aussi determinee sous differentes formes 
par les equations (8), (9) et (ti) [I, p. 34]- On retrouve ainsi les 
formules d'Euler; et si la methode par laquelle on les obtient exige 
un appareil analytique plus complique que la pr6cedente, elle permet 
du mains d'obtenir, avec plus de facilite, les relations relatives a la 
composition de deux rotations. 

Supposons, en effet, que Ton effectue successivement deux rota- 
tions, la premiere definie par la formule (9), la seconde par la sui- 
vante : 



En portant cette valeur de ^ dans la formule precdente, on aura 



de sorte que, suivant la proposition de M. Klein, la composition de 
deux rotations equivaut a celle de deux substitutions lineaires. Si 
Ton designe par jn 01 , ^oi> />ou ?oi l es valeurs de m, n,p, q relatives & 
la rotation compos6e, on aura 



Si maintenant, pour 4tablir une concordance avec nos premieres 
formules, nous introduisons, comme au n 27, les arbitraires >,, jx, v, p, 
a la place de m, /i,/>, q, en posant [I, p. 34] 



= pi 
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et de meme 



, i 

^ ' } 

f #01 = poi 



les formules (r2) et (i3) nous donneront les suivantes 
(16) 



pot = XXj -h [JL^H- vvj pp 1? 

X i = JiVi Vfl! Xpi pXi, 

jx 01 == vXi XVJL ppi pfi l7 
v i == Xjj.! fiXi vpi pvi. 



Elles resolvent completement la question proposee, car elles donnent 
les quantites X, p,, v, p qui caracterisent la substitution composee en 
fonction des quantites analogues relatives aux rotations composantes. 
Nous allons les appliquer a Fetude de la question suivante. 



5. Supposons qu'un triedre ( r ^\)Ox i y l z l ^ dont le sommet reste 
fixe, se deplace d'une maniere quelconque et supposons qu'il soit 
rattache a un triedre fixe (T) Qxyz, par les formules (7) ou X, (x, 
v, p seront des fonctions connues d'un parametre t. Proposons-nous de 
determiner, a chaque instant, les composantes de la rotation infini- 
ment petite du triedre (Tt), ces composantes etant prises relativement 
aux axes de ce triedre. Nous remarquerons que, pour passer de (T 4 ) 
a sa position infiniment voisine (Tj), on peut effectuer successivement 
deux substitutions orthogonales, Tune par laquelle on passerait de 
(T t ) a (T) et qui, 6tant 1'inverse de la substitution (7), serait carac- 
t<ris6e par les valeurs X, [x, v, p des param&tres ; Pautre, par laquelle 
on passerait de (T) a (T^) et qui correspondrait aux valeurs X + <^X, 
jx-h^jx, VH-^V, p-f dp des monies parametres. En appliquant done les 
formules (16) et ne"gligeant des infiniment petits dans Texpression 
nouvelte de p, on voit que les valeurs suivantes 



(17) 



seront les parametres de la substitution orthogonale, par laquelle on 
passe de (T t ) a (T' t ). 

Comme elles d^finissent, nous Pavons vu, les composantes de la 
rotation par laquelle (T' t ) vient coi'ncider avec (T t ), il faudra les 
changer de signe pour avoir la rotation du triedre (T 4 ) et si 1'on 



X' = (Jidv v dp 



{jt.^X v<a?p -h 
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6 
applique les formules (i) en remplagant tang- par - et posant 

2 & 

(18) 

il viendra 



('9) 



6. Si Ton suppose, comme il est permis, que p soil constamment 
egala i, ces formules se simplifieront un peu. II vaudra mieux cepen- 
dant, toutes les fois qu'on le pourra, conserver 1'arbitraire p; car on 
introduira ainsi plus nettement et plus simplement les rotations qui 
correspondent a une valeur nulle de p et pour lesquelles, d'apres les 
formules (i), Tangle 8 est egal & 180. 

Dans notre Memoiresur V6quilibre astatique, nous avons propose 
d'appeler ces rotations des renversements.Nous allons terminer cette 
Note en montrant que les renversernents, joints a des inversions 
planes, c'est-a-dire a des transformations par symetrie relatives a des 
plans, permettent d'etudier et de composer tr&s simplement les divers 
mouvements finis d'un solide invariable. Nous nous appuierons, a cet 
effet, sur les remarques suivantes : 

Une rotation d' angle autour d'un axe (d) peut &tre remplacee 

par deux inversions successives relatives a des plans (Pi), (Pj&) se 

A 
coupant suivant I' axe et faisant un angle - On peut faire 

!2 

tourner, comme on voudra, le diedre de ces deux plans autour de 
Vaxe. 

Un renversement autour de (d) se ram&ne, par suite, a deux 
inversions relatives a deux plans rectangulaires quelconques se 
coupant suivant la droite (d). 

II resulte de ces propositions que toute rotation d'angle 6 autour 
d'une droite (d) se ram6ne a deux renversements autour de deux 

droites (Sj), (8 2 ), perpendiculaires en un point quelconque & la 

A 
droite (d) et assujetties, en outre, a faire Tangle - Car, soient (P^, 

(P 2 ), (P) les trois plans passant respectivement par (d) et (Sj), par 
(d) et (S 2 ), par (S^ et (8 2 ). Le premier renversement Squivaut aux 
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inversions relatives aux deux plans rectangulaires (Pj) et (P); le 
second equivaut de meme aux inversions determinees par les plans (P) 
et (Pg). II faut done effectuer successivement des inversions planes 
relatives aux plans (Pi), (P), (P), (P 2 ). Les deux inversions inter- 
mediaires se dStruisent et il reste les seules inversions extremes, qui 
Equivalent, nous Tavons vu, a la rotation considerSe. 

On peut imprimer aux deux droites (o^, (8 2 ) le mouvement d'un 
verrou autour de (d), c'est-a-dire les faire glisser et tourner tout 
d'une piece d'une maniere quelconque autour de (d), sans qu'elles 
cessent de representer la rotation. Ainsi : 

Une rotation est parfaitement represent^ par un angle dont le 
sommet est sur Vaxe de rotation, son plan etant perpendiculaire a 
cet axe et sa grandeur etant egale a la moittt de la rotation. 

Une translation finie peut etre represented par deux inversions 
relatives a des plans paralleles, qui sont perpendiculaires a la 
translation, et dont la distance est egale a la moitie de La trans- 
lation. 

Si Ton intercale, entre ces deux inversions, deux autres inversions 
prises relativement a un meme plan perpendiculaire aux precedents, 
inversions dont 1'ensemble ne produit aucun d6placement, on voit 
que toute translation fmie equivaut a deux renversements autour 
de deux droites paralleles qui sont perpendiculaires a cette trans- 
lation et dont la distance est egale a la moitie de la translation. 
Le plan de ces droites est parallele a la translation. 

7. Ces points 6tant admis, consid6rons d'abord une figure avec un 
point fixe O et voyons comment on composera deux rotations succes- 
sives. La premiere sera reprsent6e par un angle AOA|, la seconde 
par un angle BOB a . Soit OC Intersection du plan des deux angles. 
Faisons tourner le premier dans son plan, de maniere a amener OAi 
sur OC, ce qui le remplacera par un angle DOC. Faisons tourner de 
mme le second dans son plan, de maniere k faire coi'ncider OB 
avec OC, ce qui le remplacera par un angle CODj. Pour composer les 
rotations, il faudra effectuer des renversements autour des droites OD, 
OC, OC et OD 4 , Les deux renversements interm6diaires se d&truisant, 
il restera seulement ceux qui ont lieu autour de OD et ODi ; c'est- 
a-dire la rotation que nous d&fmissons par Tangle DOD 4 . 

La m^thode pr6c6dente n'exige m6me pas que Ton admette que 
tout d6placement d'une figure ayant un point fixe se r6duit a une 
rotation ; car il est 6vident que ce d6placement peut toujours se ra- 
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mener & deux rotations, Pune qui amenera un point M quelconque dans 
sa nouvelle position M! et qui pourra 6tre choisie d'une infinite de 
manieres, 1'autre qui s'effectuera autour de OM^ Comme nous appre- 
nons a composer deux rotations, on voit qu'on pourra toujours reduire 
tout deplacement a une seule rotation. 

Passons maintenant au mouvement le plus general. On peut tou- 
jours le realiser en amenant, par une translation, un point M de la 
figure invariable dans sa nouvelle position Mj, puis en effectuant une 
rotation autour d'un axe passant par M 1B La translation se ramene & 
deux inversions relatives a deux plans paralleles (P), (P 4 ) ; la rotation 
equivaut de meme a deux inversions autour de plans qui se coupent, 
(P 2 ), (P 3 ). Done, tout deplacement equivaut a quatre inversions 
autour des plans (P), (P^, (P 2 ), (P 3 ), dont les premiers sont pa- 
ralleles. Mais, comme on peut faire tourner le diedre (?!) (P 2 ) d'un 
angle quelconque autour de son arete, on peut supposer que les 
plans precedents ne sont plus paralleles. Alors les deux premieres 
inversions definiront une rotation ainsi que les deux suivantes. Done : 

Le deplacement d* une figure invariable se ramene d'une infinite* 
de manieres a deux rotations successives. 



Soient (d) et (d^ les axes de ces rotations et (5) leur plus courte 
distance. La rotation autour de (d) peut 6tre remplac<e, nous Tavons 
vu, par deux renversements autour de deux droites, dont la seconde 
sera (8); soient (Sj) et(8) ces deux droites. II suffit que (8 t ) coupe (d) t 
a angle droit, au mme point que (S), et fasse avec (8), dans le sens 
convenable, un angle 6gal a la moiti6 de la rotation. De m6me la 
seconde rotation pourra tre remplac^e par deux renversements 
autour de deux droites (8), (8 2 ), pourvu que (8 2 ) soit convenablement 
choisie. On aura done k effectuer quatre renversements, dont deux 
cons^cutifs autour de (8) se detruiront. Done : 

Tout deplacement d'une figure invariable se ramene par des 
constructions geometriques a deux renversements successifs autour 
de deux droites (S^, (8 2 ). 

De cette proposition fondamentale on fait deriver simplement la no- 
tion du mouvement h^licoi'dal fini. Car menons par (8j) deux plans 
rectangulaires (P^, (P' 4 ) dont le premier soit parallele a (8 2 ); me- 
nons de m&nepar (8 t ) deux plans rectangulaires (P 2 ), (P 2 ) dont le 
premier soit paralleled (8 t ) et, par suite, ^ (Pi). Les deux renverse- 
ments se rameneront aux inversions planes relatives aux plans (P' t ), 
(Pi)> (P*), (P r 2 ). Les deux inversions intermediaires, Slant relatives & 
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des plans paralleles, equivalent a une translation, qu'on peut echanger 
ensuite, soil avec la premiere, soil avec la derniere inversion plane. 
Ces deux inversions, etant rapproch6es, secomposent en une rotation, 
qui a lieu autour de la plus courte distance de (8 t ) et de (8 2 ). 

On voit done que tout deplacement Jini se ramene a une rota- 
tion et a une translation parallele a I' axe de la rotation. 



8. De meme qu'une rotation est repr6sentee par un angle, le 
placement precedent peut etre repr6sent comme il suit : Prenons sur 
Taxe deux points A et B s6par6s par une distance 4gale a la moiti6 de la 
translation et elevens en A et B deux perpendiculaires a Taxe, (8^, 
(8 2 ), faisant un angle gal a la moitie de la rotation. Le deplacement 
sera defini par ces deux droites; car il equivaudra a deux renverse- 
ments successifs autour d'elles. On pourra leur imprimer, d'all- 
leurs, le mouvement du verrou autour de Vaxe, c'est-a-dire les 
faire glisser et tourner d'une maniere quelconque autour de Taxe, 
sans qu'elles cessent de definir et de representer le mouvement heli- 
coi'dal. 

De la resulte un moyen tr^s simple de composer deux mouvements 
finis quelconques. Car soient (8^, (8 2 ); (8j), (S^) les droites qui les 
definissent et soit (d) la plus courte distance des axes des deux mou- 
vements [qui sont les plus courtes distances de (Sj), (S 2 ) etde(&i), (8' 2 ) 
respectivement]. On pourra, en faisant tourner et glisser (8^, (8 a ) 
autour de Paxe du premier mouvement, amener (8 2 ) a coincider avec 
(d) ; en op^rantde m^nie dans le second mouvement, on amenera (8' a ) 
en coincidence avec(^). ^lorsles deux renversements intermediaires 
autour de la droite (d) se dStruiront, et le mouvement compos6 se 
r6duira aux deux renversements autour des nouvelles positions de 
($i) (8 S ), c'est-^-dire qu'il sera completement et simplement- d6fini. 

Inversement, si Ton veut tudier les decompositions d'un mouve- 
ment donn6, en deux rotations par exemple ? la m6thode pr^c^dente 
donnera tres ais^ment la solution. Car soient (8 t ), (8,) les deux 
droites d6finissant un mouvement; on leur adjoindra une droite (8) 
les rencontrant toutes deux, et il est clair que le mouvement pourra 
6tre remplac6 par les rotations d^finies, la premiere par Tangle des 
droites (8j), (8), la seconde par Tangle des droites k (8), (8 S ). Nous 
nous contenterons de ces rapides indications en faisant remarquer 
toutefois que, dans TOuvrage cit6 plus haul [III, p. 479]? nous avons 
appliqu6 des m6thodes analogues & la composition des inversions 
sph6riques. 
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NOTE Yl. 



NOTE SUR UNE EQUATION DIFFfiRENTTELLE ET SUR LES SURFACES 

SPIRALES. 



1. Au n 90, oil nous avons considere pour la premiere fois les sur- 
faces spirales, nous avons vu que leur element lineaire peut toujours 
etre ramene a la forme (42 ) [I, p. no], Cette forme est equivalente 
a celle qui est definie par la formule suivante 



(i) 



ds* = 



4- do*), 



ou U designe une fonction de u. Conformement a une remarque qui est 
due a M. Maurice Levy, nous avons reconnu que cette forme convient 
a une infinite de surfaces spirales. Car si 1'on d^finit une telle surf ace 
par les equations 

Z = jse*, 
(2) X = re v cos(u) 

Y = re 9 sin(to 

ou h designe une constante et oil z, r, o> sont des fonctions de w, on 
aura, en exprimant que Pelement lineaire est donne par la for- 
mule (i), les trois relations suivantes 



o = J 



rr' 



(3) 



qui, pour chaque valeur de h, d^terminent les fonctions ;*, z, w. Nous 
nous proposons maintenant de computer les rSsultats pr6c6dents et 
de prouver que I'int^gration du systeme prec6dent se ram&ne a celle 
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d'une equation differentielle remarquable, d6ja rencontree et signalee 
d'ailleurs dans differentes parties de cet Ouvrage ( 1 ). 

A Tinspection des Equations ( 3) on reconnait immediatement que, 
en supposant T + 7i 2 different de z6ro, Ton pourra, par 1'elimination 
de r et de to, obtenir pour z une Equation differentielle du premier 
ordre. On dduit, en effet, des deux premieres 



(4) 



, , 
r 2 a) ' = 



: 
A a 



En liminant, au moyen de ces equations, /* et w dans la troisieme 
equation (3), il restera pour z liquation differentielle 



(5) -- 

dont 1'integration seule pourra faire connaitre les surfaces cherchees. 

2. Or, au n 621 [III, p. 83], nous avons rencontre Tequation sui- 
vante 



qui ne differe de la precedente que par les notations; et nous avons 
vu que Tintegration de cette Equation differentielle permet de deter- 
miner toutes les lignes geodesiques des surfaces dont Pelement li- 
n^aire est dfini par la formule 

ds* = V[rfa-h (u -h V 



Vi est, comme V, une fonction de V] toutes les fois que cette fonction 
se r^duit a une constante, l'6lment Iin6aire ; nous 1'avons vu, se r^- 
duit a celui des surfaces spirales. 

On peut done dire que Fintegration d'une equation diff6rentielle de 
la forme (5) ou (6 )fera connaitre les lignes g6odsiques d'une infinite 
de surfaces, parmi lesquelles se trouveront des surfaces spirales, et 
dont 1'eiement lin^aire ddpendra d'une fonction arbitral re V t (en de- 
hors de celle V qui figure dans liquation). 



(*) On pourra consulter la Note Sur la determination des surfaces spirales 
d'aprts leur e'lement lineaire } ins^r^e par M. RAFFY au Tome CXII, p. 1421 des 
Comptes rendus, en 1891. 
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Enfin, au n 732 [III, p. 3o3], nous nous sommes propos6 de 
deformer une surface reglee .de telle maniere que Tune de ses 
courbes, assignee a Favance, devienne plane, et nous avons reconnu 
que la solution de ce probleme depend d'une equation differentielle 
du premier ordre appartenant au type suivant 

(7) M.r + aNjyH-Py = i, 

od M, N, P sont des fonctions quelconques de la variable indepen- 
dante x. Cette nouvelle forme comprend evidemment comme cas 
particulier les formes (5) et (6) : nous nous proposons de justifier 
une indication deja donnee [III, p. 3o4 ? note] et de montrer tout 
Finl6rt que prsente Petude analytique des equations differentielles 
precedentes. 

Remarquons d'abord que Ton peut tres aisement ramener 1'equa- 
tion (7) a la forme (5). En effet, ecrivons-la comme il suit 



= P. 

Si Ton determine une fonction X par la quadrature 



et si Ton effectue la substitution 

<"> '-5- 

1'equation deviendra 

P a'* + (PM N* )z=: PX, 

et il saffira de changer la variable independante eri substituant a x la 
variable definie par la quadrature suivante 



(9) 



pour obtenir la forme reduite 



ou il faudra exprimer le second membre en fonction de x'. 



3. Puisque les formes (10) et(7) ont lemme degr6 de 
gardens Pequation ( 7 ), et voyons comment on pourra la ramener une 
equation du premier ordre et du premier degr6. 
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II suffit pour cela de prendre comme inconnue auxiliaire le quo- 
tient suivant 



On aura alors 

/ \ t 

(12) y == 



V/M~X*-t-aNX-h'P 

En exprimant que/' estla drive de y, on trouvera pour X 1'equa- 
lion 



qui est bien de la forme annoncee. 

Si Ton considere toutes les Equations du premier ordre et du pre- 
mier degr6 N 

X=/(^r)> 

et si Ton se propose de les classer d'apres la mani&re donty entre 
dans la fonction /, on rencontre tout d'abord Pequation lineaire et 
Fequation de Riccati. La plus simple, apr&s celles-la, si Ton admet 
toutefois que la variable y puisse etre soumise a une substitution 
homographique sans que la forme de liquation soit alteree, est la 
suivante 

(.4) y.S 

ou a, b f c, d, e, /sont des fonctions donn6es, mais quelconques, de la 
variable indpendante. 

Liquation pr6c6dente contient Tequation (i3) comme cas particu- 
lier; nous allons montrer que, si Ton en connalt des solutions parti- 
culi&res, on pourra toujours, par des substitutions simples, la ramener 
a une forme type ne contenant plus qu'une fonction arbitraire. 

4. Appuyons-nous sur la propri^te essentielle : liquation ne change 
pas de forme lorsqu'on efFectue sur la variable y une substitution 
homographique quelconque. D'apres cela, si Ton connait trois solutions 
particuli&res y > /i? 7a> effectuons la substitution homographique qui 
leur fait corresponds les valeurs o, i, oo. La nouvelle equation devant 
admettre ces solutions particuli^res, on aura 
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et elle prendra la forme 

<fy _y(i-ry)_ 

dx ey-^-f ' 

En changeantde variable independante on pourra simplifier encore 
et reduire & Tunit^ une des fonctions e ou /, avoir, par exemple, 
la forme typique 

( ,5) f==z>. 

^ / dx ay 

La maniere meme dont nous 1'avons obtenue prouve qu'il y aura 
un nombre illimite de formes typiques. 

On peut encore effectuer dans Tequation (i4) la substitution 

(16) ey+f=; 

on aura alors pour z Tequation differentielle 

(17) z' = a+ 



la derivee est, cette fois, une fonction entiere de s. 

La forme pr6c<dente est conserv6e si Ton efifectue sur z une substi- 
tution de la forme 

(18) s = AX-!-B; 

on peut disposer des fonctions A et B de maniere a faire correspondre 
a deux solutions particulieres ^ , z deux valeurs constantes 7i, h' 
de ^, Alors Tequation en 1 prendra la forme simple 

(19) V= (l-h) (\ - h') (CX -h D). 

Un changement de variable r4duira a Tunite 1'une des fonctions 
C ou D. 

5. Cette nouvelle transformation permet de montrer que Pintegra- 
tion de Tequation g^nerale (i4) peut se ramener ^ celle de liquation 



et vice versa. Car si Ton effectue ici la substitution 
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on trouve pour X liquation 



et il est clair que, par un changement de la variable independante et 
par un choix convenable des constantes arbitraires h } hf , on peut 
ramener 1'un a 1'autre les deux types (19) et (22). 

6. Nous avons indique", dans le cours de cetOuvrage, einotamment 
dans la theorie des lignes g6odesiques, plusieurs cas particuliers dans 
lesquels on peut intgrer Fequation (20) et, par suite, liquation (i4)- 
Nous nous contenterons des rapprochements que nous venons de 
signaler en faisant remarquer que Ton pourra obtenir en quelque 
sorte une suite illimittle d'equations integrables de la forme (r4) en 
cherchant celles qui admettent des facteurs integrants de la forme 
suivante 

OyXO'^CXXs )'...., 

m l7 m%, . . . 6tant des constantes et X 1? X 2 , . . . des fonctions de x. 
Dans un Memoire sur quelques equations differentielles non 
lin^aireSj insere en 1887 au Journal de I' 6 cole Poly technique 
[LVII e Cahier, p. 189], M. R. Liouville a developp6 quelques propo- 
sitions relatives a 1'equation pr^cedente, prise sous la forme (17). 
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NOTE VII. 



SUR LA FORME DBS LIGNES DE COURBURE DANS LE VOISDUGE 
D'UN OMBILIC. 



1. Dans 1'etude que nous avons faile a differentes reprises du sys- 
teme orthogonal form par les lignes de courbured'une surface, nous 
avons laisse de c6t6 1'examen de la question qui va faire 1'objet de 
cette Note. 

Le probleme que nous nous proposons a dja ete etudie par diffe- 
rents geometres, et notamment par Fillustre Gayley ( 1 ). Bien qu'un 
peu special par sa nature meme, il offre un vif interet, parce que sa 
solution complete exige 1'application des methodes employees pour 
Tetude des points critiques des Equations differentielles par Briot et 
Bouquet et par leurs continuateurs dans ce genre de recherches, 
MM. Poincare et Picard. Nous allons demontrer ici les resultats que 
nous avons communiques en i883 a 1'Academie des Sciences ( 2 ). 

2. Si Ton place Torigine des coordonnees rectangulaires a Pombilic, 
en choisissant pour plan des xy le plan tangent en ce point a la sur- 
face donn6e, 1'equation de cette surface prendra la forme suivante 



(0 



*,.... . **,.*>' 

+- a I x l y H 

O2 '2 



(*) A. GAYLEY, On differential Equations and umbilici ( Philosophical Maga- 
zine, vol. XXVI, p. 878-379 et 441-452; i863). Voir aussi the Collected mathema- 
tical Papers of ARTHUR GAYLEY, vol. V, p. IT 5. 

M. IjJMiLE PIGARD a bien voulu me communiquer les e*preuves du tome III de 
son Traite d' Analyse oft il rattache T6tude de cette question particuliere aux 
theories g^n^rales qu'il a d^velopp^es sur les points singuliers des Equations dif- 
ferentielles. 

(*) Sur les lignes de courbure de la surface des ondes (Comptes rendus, 
t. XGVII,p. n33). Voir aussi Annales scientifiques de V&cole Normale supe'- 
rieure, 3 e s^rie, t. VI, p, 385. 
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ou k designe 1'inverse du rayon de courbure principal, les termes non 
ecrits etant du 5 e ordre au moins par rapport a x et a /. Si nous 
designons ici par P, Q, R, S, T les derivees premieres et secondes 
de 5 9 qui entrent dans 1'equatiori differ entielle des lignes de cour- 
bure, nous aurons 

T> 1 . ^* _.o . /. . & 



n i b * /' ' 

Q = ky + - ^ 2 H- b'xy^r ~, 

(,) - ' ' a 

s = 

Y a' 
T = A" -h 6 #? -H ay n- - a? 2 -t- 8 ocy -\ 

, 2 2 

Portons ces valeurs des derivees dans Tequation differentieJle des 
lignes de courbure 

/3\ 

-+-[PQT S(n- Q 2 )]c?/ 2 =o; 

il viendra 



b'y- 

L 

^r/ 

(4) 






M, N, M 7 etant du troisieme degre" au moins par rapport aux coor- 
donnees x et y. 

3. Pourl'ombilic, nous nous trouvons dans ce cas exceptionnel oil 
liquation difF6rentielle est de degre sup^rieur par rapport a -~^ et oil 
le coefficient diffe'rentiel devient ind6termine. 

Remarquons d'abord, pour expliquer la m6thode que nous allons 
suivre, que, lorsqu'en un point A le coefficient diflerentiel devient 
ind6termin6, on pent considerer ce point, accompagn6 de toutes les 
tangentes qui y passe nt, comme dormant une solution particular e 
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de V equation differ entielle. Si Ton prend, en effet, les polaires reci- 
proques des courbes integrates, elles satisfont encore a une equation 
diflferentielle du premier ordre que Ton formera aisement. Et alors, 
an point A, pour leguel le coefficient differ entiel est indetermine 1 , 
correspondra une droite dont le point de contact sera indetermine, 
c'est-a-dire une droite (d) qui sera une solution par ticuliere de la 
nouvelle equation differ entielle. Par suite, au lieu d'etudier les 
solutions de la premiere equation dans le voisinage du point A ou le 
coefficient differentiel est indetermin6, on pourra etudier les solutions 
de la seconde qui sont voisines de la droite (d), ce qui ne presentera 
de difficulte que pour certains points eocceptionnels de la droite. 

Pour appliquer cette remarque, effectuons la substitution si sou- 
vent employee, qui remplace la courbe cherch^e par sa polaire reci- 
proque relative a la parabole 



c'est--dire introduisons, a la place de x et y, les variables p et u 
defmies par les Equations 

dy 
5) p = , u=px-y, 

de sorte que Ton aura 

/c\ du 

(6) x^ j-i y = pxu\ 

et que Tequation de la tangente a la courbe cherchee sera 



Avec ces nouvelles variables, 1'equation difFerentielle qui represente 
la ligne de courbure ou, plus exactement, sa projection sur le plan 
tangent, prendra la forme suivante : 



du 



oil 1'on aura 



H = b +-(*& a)p + (a' 
K =-6' -h (ba')p-+-b'p*, 

' 



".- 
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et ou les termes contenus dans cp seront du troisieme degre au moins 
par rapport aux deux variables u, -^> 

k. Nous voulons obtenir les solutions pour lesquelles x et^, c'est- 
a-dire d'apres les Equations (5) et (6), u et -^ sont tres petits, la 

variable indpendante nouvelle/? pouvant recevoir des valeurs quel- 
conques. A cet efFet, effectuons la substitution 

(9) M = OC', 

a etant une constante tres petite et u r etant supposee finie; Tequation 
dijQTerentielle prendra la forme 



K , H! di^ aK t ,du' 

^ 



Pourvu que nous ecartions les valeurs de p, pour lesquelles on a 
(ii) H = o, 

Tint^gration par les series de Fequation difTerentielle precedente nous 
donnera une fonction u' developpable suivant les puissances dea. Par 
suite, si nous supposons que p varie entre deux limites p Q , p l ne 
comprenant aucune ratine de V equation H = o et si nous supposons 
que u 1 soit assujettie, par exemple, a rester gale a l'unit pour/? =/? > 
u r sera une fonction continue dea dans tout 1'intervalle (/>o>/>i)et e ^ e 
se r^duira, pour az=o, a la fonction qui satisfait a 1'equation 

du r K f 



Si done nous conservons cette unique Equation, son integration 
nous conduira nScessairement a une courbe qui sera semblable ^ la 
ligne de courbure infininaent petite, reserve faite, pour le moment, 
des parties de la courbe qui sont dans le voisinage des points oil le 
coefficient angulaire de la tangente satisfait a Tequation (ti). 

S. II convient done d'abord d'6tudier liquation precedente, iden- 
tique au fond & celle qui a 6t6 consideree par Cayley; Tint6gration de 
cette Equation nous donnera la solution de ce que nous pouvons ap- 
peler la partie principale du probleme. 

Si nous remplacons les polyndmes H et K par leurs expressions, 
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Tequation devient 



P v t = _^. 

Les variables sont separees et integration n'ofire aucune difficulte. 
Au lieu des arbitraires a, b } a f , b r , nous allons mettre en Evidence les 
racines du denominateur H, que nous supposerons distinctes. Soient 
a, p, Y ces racines ; on aura 






(U) 



En introduisant les quantites A,B, C determinees par les formules 
suivantes (*) 

A~i= ( i 



Q _., yj.-r- J*M *^ I r > ^ Q j 

liquation deviendra 



(16) 



Bc?p Cdp 



u' p a p P'j0 ' 
En integrant, nous aurons 



M designant une constants arbitraire. Si 1'on pose 
(18) P=M( d p-a^-i( J p-p)B-i( / ,-. Y ) c ""S 

les valeurs de x et de y deduites des formules (6) seront 



^ - y I> 2 f /> (apY -H a -H |3 -h Y )], 

r = p [ apY(^ 2 - I) (i -4- ap -h PY H- Y a)/> ]. 



(*) II resulte de ces expressions de A, B, C que les polyn6mes K et H ne peuvent 
avoir une racine commune sans en avoir deux. 
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On deduit de ces expressions les formules bien plus elegantes 



(10) 



On voit que la forme limite de la ligne de courbure est loin d'etre 
un cercle, comme 1'ont pense quelques auteurs, 

6. Nous allons maintenant discuterles resultats precedents et nous 
commencerons par supposer a, p, y reels. 
Introduisons les angles a', p', Y' defmis par les formules 

(21) a = tang-/, p = tangp', y 

on trouvera alors 






En considerant sur le cercle trigonometriqueles extremes des six 
arcs 



et tenant compte de ce qu'on peut faire tourner les axes dans leur 
plan ou augmenter de rc Pun des arcs a', p 7 , -y'* on verra facilement que 
toutesles dispositions diff^rentes de ces quantities peuvent se ramener 
aux suivantes. 

Ou bien il est possible d'enfermer dans un meme angle droit les 
trois droites de coefficients angulaires a, p, YJ et a ^ ors l es s ^ x angles 
donneront lieu a la disposition suivante 

(I) ', P', Y', ;+', j + P', j+Y', 

quand on les rangera par ordre de grandeur croissante, 

Ou bien il sera impossible d'enfermer les trois droites dans un 
angle droit, ce qui donnera naissance a la disposition 

(II) ', p', ^4-0', Y', j+P', j-t-r- 
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En se reportant aux formules (22), on trouvera les signes suivants 
pour les exposants 

A. B. C. A L B i. C i. 

Disposition I ....... 4- -4- 

Disposition II ...... -H -h -+- 

Avec la disposition I, il y aura deux directions asymptotiques de 
coefficients angulaires a et -y; car v devient infini, ainsi que x et y, 
lorsque p s'approche de a ou de y. Gomme y a a?, y -^x devien- 
nent aussi infinies, les branches infinies sont toutes deux parabo- 
liques. 

Lorsque/? tend vers p, la courbe passe a Torigine; on a approxi- 
mativement 



K'jK'^ K ff/ designant des constantes. On deduit de la 

B 
(28) y pipssLa? 1 *- 1 , 

L designant une quantit^ finie. Si B n'est pas commensurable, cette 
singularite n^est pas alg^brique. 

On trouverait de m^me, pour les branches paraboliques, les ex- 
pressions approchees 

A c 

(24) y a# = LiijyA- 1 , (25) y ^x = Lsa?* 5 l . 

. 91, construite pour Fhypothese particuliere. 



donne une idee dela forme que pr^sentent, dans ce cas, les diffe>entes 
lignes definies par 1'equation (12). 

Dans la disposition II ; x et y deviennent toujours infinis quand p 
s'approchedeTune des valeurs a, |3,y; maisy a #> y M> y T^ 
tendent vers zero. La courbe admet pour asymptotes les trois droites 
issues de Torigine et de coefficients angulaires a, p, y LayZ^. 92 fait 
connaitre la forme qu'affectent, dans cecas,les projections des lignes 
de courbure. 
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Aucune d'elles, sauf Jes trois droites qui sont des solutions particu- 
lieres de 1'equation diflKrentielle, ne passe a Tombilic 0. 

Fig. 91. 




7. Supposons maintenant que deux des racines a, |3, y, p et -y par 

Fig. 92. 




exemple, soient imaginaires conjugu^es, Alors A et A i sont 
gatifs, et la courbe a une branche parabolique. 
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Pour fixer les idees, supposons que Ton ait 

P = *i y = -*. 
Alors en faisant tourner les axes, on pourra supposer 

a = o, 

et les projections des lignes de courbure, representees par Fequation 

^ = (& 2M) 2 , 



seront des paraboles homofocales. 

L'hypothese que nous venons de faire est celle qui convient aux 
ombilics des surfaces du second degre. Dans ce cas, en effet, les 
termes du troisieme degre dans Fexpression de XT doivent etre divi- 
sibles par les termes du second degre. On a alors 

a = 3', a' = 36 
et Pequation 



qui admet les racines a, (3, y, se reduit bien a la suivante 



Nous nous bornerons a ces hypotheses generates, nous contentant 
de signaler, par exemple, le cas ou 1'on aurait 

i -H ay = o. 
Cette seule condition entraine les consequences suivantes 

A = G = o, B = i. 
Dans ce cas, notre equation different! elle admet les solutions 

p = a, p = t, 
qui correspondent a deux series de droites rectangulaires. 

8. II nous parait utile, avant de poursuivre cette etude, d'indiquer 
des a present, les consequences auxquelles conduisent les resultats 
precedents, tout incomplets qu'ils soient encore. II n'est pas douteux 
que, si une surface a toutes ses lignes de courbure algebriques, la 
petite ligne de courbure que nous venons de determiner devra e"tre 
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algebrique pour chaque ombilic de la surface. II sera done neces- 
saire que, pour chaque ombilic, les trois nombres A, B, C soient 
reels et commensurables. Cette condition ne sera pas suffisante ; mais, 
toutes les fois qu'elle ne sera pas remplie, on pourra affirmer que les 
lignes de courbure ne sontpas algebriques, en general. 

Appliquons cette remarque a la surface des ondes de Fresnel, dont 
les lignes de courbure ont ete Fobjet de si nombreuses recherches. 

Determinons d'abord les ombilics de cette surface ( 1 ). Pour cela, 
il faut la considerer comme Vapsidale d'un ellipsoi'de (E). Nous rap- 
pellerons plus loin la definition de la transformation apsidale. 
Conten tons-nous de remarquer ici que c'est une transformation de 
contact et que, comme toutes les transformations de ce genre, elle 
conserve I'ordre du contact entre deux surfaces quelconques. Par 
suite, a un ombilic, c'est-a-dire a un point ou une sphere a un con- 
tact du second ordre avec la surface des ondes, correspond un point 
de Fellipsoi'de oft la surface correspondante a une sphere, c'est~a-dire 
un tore dont le centre' coincide avec le centre dela surface, a un con- 
tact du second ordre avec Fellipsoi'de. Cherchons done les points de 
Fellipsoi'de pour lesquels, parmi les surfaces osculatrices, se trouve 
un tore concentrique a Fellipsoi'de. Pour les determiner, remar- 
quons qu'en un point quelconque d'un tore, Pun des plans prin- 
cipaux contiendra Faxe et ira passer par le centre. De plus, Fun des 
centres de courbure principaux sera sur Faxe, Fautre sera le centre du 
cercle meridien de la surface; par suite, le segment forme" par ces 
deux centres de courbure principaux sera vu du centre de la surface 
sous un angle droit, 

Ainsi, les points de 1'ellipsoi'de qui donneront des ombilics de la 
surface des ondes doivent satisfaire a cette double condition que Fun 
des plans principaux aille passer par le centre et ensuite, que le seg- 
ment forme* par les centres de courbure principaux soit vu du centre 
sous un angle droit ( 2 ). 

Les seuls points pour lesquels la premiere condition se trouve rem- 
plie sont ceux qui sont situes dans les plans principaux de Fellip- 
soide (E). II resulte de la que tous les ombilics de la surface des 
ondes sont situes sur les ellipses situeesdans les plans principaux. 



(*) Cette determination des ombilics a e"te* communique'e en 1878 au Congress 
tenu a Paris par V Association frang aise pour Vewancement des Sciences. 

( 3 ) M. MANNHEIM a obtenu le m6me re"sultat par des me'thodes qui lui sont 
propres. Voir le Cours de Gtiometrie descriptive de I'ficole Polytechnique. 
Deuxieme Edition, p. 334- 
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9. L'equation de cette surface est 



p 2 designant le carre de la distance a Torigine 
(27) p 2 ~tf 2 +7 2 +.3 2 . 

Conside"rons, par exernple, les ombilics situes dans le plan des xy. 
En mettant en evidence les coniques sections de la surface par ce 
plan, et en posant 

' 2 ' 

1'equation de la surface devient 

(20) && H- [U -h c 2 V-h (c 2 - a 2 )(c 2 2 )]s 2 -h UV = o. 

Transportons Torigine en un -point de laconique definie par 1'equa- 

tion 

U=o, 

et prenons comme nouveaux axes des x et des y la tangente et la 
normale a la conique en ce point. U prendra la forme suivante 



(3o) U = 

et la theorie des invariants montre que Pen aura 

(AC B 2 ) 2 =AE 2 , A 
D'aulre part, V deviendra 



a? et / 6tant ies coordonnees du centre de la conique. On trouve 
ainsi 



en tenant compte de la premiere relation (3i). 

Portant ces valeurs de U et V dans liquation de la surface, nous 
trouvons 



(A 



c* 
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Faisons /=: o dans cette Equation. Les termes de degre" moindre 
en x et s sont les suivants 



.. 

A. 

Egales a zero, ils donneraient les tangentes asymptotiques au 'point 
considered Pour que ce point soil un ombilic, il faudra done que Ton 
ait 



A 
ce qui donne 

(33) C* = A. 



AC 



Le developpement de y ne presenle d'ailleurs aucune difficulte et 
nous donne 

A AP 

(34) y=-~ 



de sorte que 1'on peut appliquer les resultats obtenus plus haut. 
On a ici 

:=#' =O, t = 3 b'j 

ce qui donne ^ 



Liquation tangentielle des lignes de courbure dans le voisinage de 
Pombilic est done, / d^signant une constante, 



*~ 5) 2 
Elle represente des courbes de la cinquieme classe. On a ici 



Done Pintersection de la courbe avec une droite 

hx -h h'y = i 
sera deternainee par liquation 



qui est du dixieme degr en p. Ainsi les lignes de courbure sont 
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semblables, dans le voisinage de Tombilic, a une courbe du dixieme 
ordre et de la cinquieme classe. 

Ce resultat ne permettait pas d'affirmer que les lignes de courbure 
dela surface des ondes ne sont pas algebriques. Nous verrons dans la 
Note suivante comment on peut lever toute difficulte et trancher 
cette question. 

10, Apres cette application particuliere, revenons au cas general 
et etudions la ligne de courbure dans ces regions que nous avons ex- 
pressement reservees, c'est-a-dire pour les valeurs de p voisines d'une 
des valeurs singulieres a, (3, y qui annulent le polynome H. 

Supposons, par exemple, que Ton veuille etudier la ligne de cour- 
bure dans le voisinage de la valeur 



Pour plus de nettete, nous introduisons une variable auxiliaire p' 
definie par la quadrature 

(35) 
^ ' 



- 

H ^ p a. p p p f p 1 

qui donne evidemment pour p' une valeur de la forme 



et pour/? a une serie 



Cette se"rie sera convergente pour des valeurs suffisamment petites 
de //; on peut, si Ton veut, remplacer p' Q .par Tunite. Avec cette nou- 
velle variable, 1'equation de la courbe que nous avons tudiee dans les 
numros precedents deviendra 



Quant a Tequation diff^rentielle, il est Evident qu'elle prcndra la 
forme suivante 

/QC\ r du __, du* -,. du 

(36) ^-Att + Hi 



Hp KJ, Li 6tant des series convergentes ordonn^es suivant les puis- 
sances de/>' et 9 etant du troisieme ordre en w, -3-7; cette fonction <p 
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contiendra, d'ailleurs, p r . Nous avons a etudierles solutions de cette 
equation pour lesquelles les trois variables u, -^-7 et//sontinfininient 

petites. Cela resulte evidemment des expressions de x et de y et de 
1'hypothese ajoutee que p est voisin de a. Dans ces conditions les 
trois termes de degr moindre, dans Tequation precedente, sont evi- 
demment les suivants 

/ON t du A o du2 

(37) p'-jp, -A, Po^, 

po etant le terme constant dans la serie Hi. Pour que Tequation soit 
verifiee, il faut que deux au moins de ces termes soient du me'me 
degre, le troisieme etant de degre superieur ou egal. 

11. Si les deux premiers termes sont seuls du me'me ordre, u est 
de 1'ordre de /? /A et le troisieme terme est de 1'ordre de p /2A ~ 2 . II fau- 
dra done, pour que les deux premiers termes puissent etre du meme 
ordre, que la partie reelle de A 2 soit positive. 

Supposons cette condition remplie : 1'application pure et simple 
des methodes donnees par Briot et Bouquet dans le IV de leurs 
Recherches sur les propriety des fonctions d&Jinies par des equations 
differentielles (Journal de VEcole Poly technique > XXXVI 6 Cahier, 
p. i33) suffira a montrer qu'il y a une infinite de solutions de liqua- 
tion difFerentielle pour lesquelles u est de 1'ordre de p'* et qui ont 
pour expression approchee 

u = C / A , 

C designant une constante quelconque. On peut aussi raisonner 
comme il suit : 
Effectuons la substitution 

(38) w = ^ /A , 

Tequation differ en tielle deviendra, apres la suppression du fac- 



(39) 



Elle pourra ^tre resolue par rapport a p 1 j- f et donnera une valeur 
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de la forme 

(4o) P'^^MP'-I-NP'-K.., 

M, N etant des fonctions de p' dont tous les termes contiendront en 
facleur, soil p f , soil jo /A " 2 . Cette equation, il est aise de le reconnaitre, 
admet des solutions v prenant une valeur arbitraire pour JE/=O et 
deveioppables suivant les puissances entieres de p ! et de jt/ A ~ 2 (*). 

(*) Considerons d'une maniere plus ge*ne"rale une equation de la forme sui- 
vante 

P T P =f( v >P>P M *i >/), 

ou m, m lt ...,m K sont des exposants & partie reelle positive et ou /designe une 
se'rie dont tous les termes . contiennent soil/?, soit 1'une des puissances p m i en 
facteur. Proposons-nous de chercher si cette Equation admet une solution deve- 
loppable suivant les puissances de p, jt? m i, p m * t ..., p m ^ On reconnattra d'abord 
que Ton peut choisir arbitrairement la valeur initiale de 9 et que tous les autres 
coefficients de la se*rie se determinent en fonction du premier. Posons, en effet, 

p m i= p t ; 
liquation pourra s 7 6crire 

dv dv dv *. , 



En donnant a v une valeur arbitraire v et en e*galant les coefficients des pro- 
duits p^jp* 1 ,/>"*, dans les deux membres, on pourra, de proche en proche, 
determiner tous les coefficients de la se'rie cherchee. Pour demontrer maintenant 
que cette se'rie est convergente, remplac,ons tous les coefficients de / par leurs 
modules, tous les exposants m. dans le premier membre par leurs parties replies 
positives, la valeur initiale P O par son module. Toutes ces substitutions ne pour- 
ront qu'augmenter les modules des coefficients dans la se'rie qui doit repr^senter c. 
II en sera de meme encore si nous remplagons ensuite / par le quotient 

df 



Or, apres toutes ces substitutions, il nous reste une Equation que nous pouvons 
intSgrer a vue et dont Fint^grale est fournie par la formule 



ou/ est une se'rie dont tous les termes contiennent 1'une au moins des variables 
P>Pti -">PK- 

Le de"veloppement de v par la formule de Lagrange sera convergent tant que 
p, p l9 . . ., p k seront suffisamment petits j et il donnera des limites supe"rieures des 
coefficients de la se'rie obtenue pour v, s^rie qui sera, par suite, aussi conver- 
gente. 
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12. Supposons maintenant que la partie reelle de A 2 soil nega- 
tive. Alors les deux premiers termes (87) devront etre du meme 
ordre que le troisieme, et Ton aura necessairemenl 

(40 = ?/>', 

9 demeurant iini pour p'~o. En substituant dans 1'equation (36), 
il vient un resultat de la forme suivante 



Pour p r = Oj on a, ecartant le cas ou j3 serait nul, 

- A ~- 2 

*-~w 

Nous poserons done 



-rs -- - 
4po 

et nous obtiendrons pour w une equation de la forme 



On peut toujours r^soudre cette equation par rapport a//-j--,j ce 
qui^donnera un r&sultat de la forme suivante : 

/ ,^ .dw <>. A 

(43) y_ = ___,+..., 

les termes non ecrits contenant tous en facteur, soitjt?', sott w-. 
Les Equations de la forme prec6dente admettent toujours, comme 

2 _ A 

on sail, tant que -r - n'est pas un entier positif, une solution holo- 

A -* I 

morphe 

(40 



se r6duisant a z6ro avec/? A ; mais elles peuvent admettre d'autres so- 
lutions s'annulant encore avec p f lorsque la partie reelle du quotient 



A-i 
est positive. 

Posons 
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la partie reelle de -.""_ sera 

(a-A'J(A'-r)~B' 

(A' i) 2 -t-B'2 
Si Ton a 



liquation (43) admettra des solutions dont la partie principale sera 
donnee par la formule 



C etant une constante quelconque, ce qui donnera pour u la valeur 
approchee 



(45) 



les termes non ecrits etant de degre superieur a Pun ou Fautre de 
ceux que nous mettons en evidence. 

La ligne de courbure passera a 1'ombilic, mais elle n'y aura pas la 
meme singularite que la courbe etudiee aux n os 5 et 6, et qui lui est 
homothetique des qu'on s'eloigne de la region pour laquelle p f est 
voisin de z6ro. 

Si Ton a 



alors la ligne de courbure ne passera pas a 1'ombilic, bien que la 
courbe qui, partout ailleurs, lui est homothetique, y passe effective- 
men t. 
Enfin si Ton a 

A'<i, 

alors la ligne homothetique se comporte comme la ligne de courbure, 
en ce sens que ni Tune ni 1'autre de ces courbes ne passent a 1'om- 
bilic. 

Nous avons laisse de c6te le cas exceptionnel ou -^ - serait un 

en tier positif. On sait qu'alors Tequation (43) admet une infinite 
d'integrales s'evanouissant avec/?'; etil resulte d'un theoreme demontre 
par M. Poincare dans une Note sur les proprietes des fonctions de- 
Jinies par les equations differentielles inseree au XLV e Cahier du 
Journal de VEcole Poly technique, que toutes ces integrales sont 
holomorphes en p 1 et p'Logp'. Ici encore la ligne de courbure et la 
courbe homothetique passeront a 1'ombilic sans y avoir la mme sin- 
gularite. 
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Lorsque Fexposant A est reel, on se trouve dans le cas etudi6 par 
M. Picard; les deux courbes passent, ou ne passent pas, en meme 
temps a romhilic. Mais lorsqu'elles y passent, elles n'ont pas ne- 
cessairement un contact du me*rne ordre avec leur tangente commune. 

Toutes ces conclusions ne sont nullement contradictoires et s'ex- 
pliquent aisment a Faide de certains exemples particuliers. Si Ton 
prend, par exemple, les courbes definies par Fequation suivante : 

(46) wC / 



ou C designe une constante arbitraire, <p(/>) et ^(/>) etant des fonc- 
tions holomorphes de/>, nes'annulantpas avec p 9 on reconnait imme- 
diatement que, pour G tres petit, les courbes deviennent semblables 
a celle qui est representee par Fequation 



Neanmoins, lorsquejo tend vers zero, le second terme peutdevenir 
preponderant, ou meme infini, suivant la valeur de a. 



D. IV. 3o 
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NOTE VIII. 



SUR LES LIGNES ASYMPTOTIQUES ET SUR LES LIGNES DE GOURBURE 
DE LA SURFACE DES ONDES DE FRESNEL. 



1. Depuis Fresnel et Ampere, un tres grand nombre de geometres 
ont public sur la surface de 1'onde des travaux importants. Une mo- 
nographie complete de cette surface meriterait d'etre enLreprise. Mais 
il ne faut pas se dissimuler qu'elle serait fort etendue, car elle aurait 
a faire des emprunts a bien des theories differentes, soil en Analyse, 
soil en Geometrie. Dans cette courte Note, nous nous proposons sen- 
lenient de former et d'etudier les equations differentielles des lignes 
asymptotiques et des lignes de courbure, en considerant la surface de 
Fonde comme Vapsidale d'un ellipsoi'de a trois axes inegaux. 

Nous avons vu au Livre VIII, Chapitre VIII, comment on peut 
rattacher certaines transformations de contact a la consideration de 
deux .equations, les equations (17) de la page 172, entre les coordon- 
nees #,/, s;X,Y, Z de deux points correspondants m, M. Si Ton 
prend, pour ces equations, les deux suivantes 

<s 2_X 2 Y 2 Z2=0, 



ou les coordonnees des deux points enlrent symetriquement, il faudra 
leur adjoindre, d'apres la theorie que nous avons developpee, les 
quatre relations 

qui derivent des equations (21) et (22) donnees a la page 174 et ou 
P, Q, p, q ont la signification deja indiqu^e. Ces Aquations nouvelles, 
jointes aux precedentes ( r), d6finiront cornpletement la transformation 
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a laquelle on a donne le nom de transformation apsidale. Pour 
connaitre les proprietes de cette transformation, il suffit de les inter- 
preter geometriquement. 

Soit toujours ($) la surface decrite par le point m et (S) la surface 
correspondanle decrite par le point M. Les equations (2) expriment 
que la normale a (s) admet pour parametres directeurs 

#_XX : y XY, *-XZ; 

et les 6quations (3 ) expriment de mme que les parametres directeurs 
de 3a normale a (S) sont 



De ces remarques si simples, on deduit immediatement les pro- 
prietes suivantes, bien connues, de la transformation apsidale. 

Les deux rayons vecteurs, egaux et rectangulaires, OM,Om, 
qui joignent I' origins aux points correspondants, les deux nor- 
males en M et en m sont quatre droites dans un meme plan. 

Les nor males en M et en m sont perpendiculaires. 

2. Admettant toutes ces proprietes qui defmissent evidemment la 
transformation, nous allons indiquer desformules simples permettanl 
de passer d'une surface a sa transform ee. 

x, y t s designant des coordonnees d'un point quelconque m d'une 
surface (s), 6crivons liquation du plan tangent sous la forme 

(4) />X -h qY -+- /'Z = i; 

p, q, r seront des coordonnees tangentielles, v6rifiant les deux rela- 
tions 

(5) 



qy H- rz = i, 
p dx +- q dy H- r dz = o. 



Si main tenant on introduit trois quantit4s nouvelles p', q', r' par 
les relations 

(6) 



= o, 
py q x -h r' = o, 



/?, q, r, p r , q 1 } r 1 seront les six coordonnees de la normale (n<> 139). 

Ainsi les neuf quantites #, y, a; /?, q, r\ p r , q f , r' determinent le 
point, le plan tangent et la normale. La surface decrite par le 
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point (p, q, r) est la polaire reciproquede la proposee par rapport 
a la sphere concentrique a Vorigine et de rayon egal a V unite. 
L'equation differentielle des lignes asjmptotiques est 

(7) dp dx -+- dq dy -+- dr dz = o, 

et celle des lignes de courbure (n 139) 

(8) dpdp'-^- dqdq'^-- drdr' = o 



Designons par des capitaleslesquantites analogues aux precedentes 
et relatives a la surface transformee (S). Aux equations (i), on devra 
joindre les suivantes 



(9) 



px + qy H./.- -i, PX-+- QY-+- RZ =i, 

- Zr' = o, Pp' -^ Qy 1 -+- Rr' = o, 

- R/> = o, P -i- Q' + R> = o, 



d'oii 1'on deduira les valeurs suivantes 

' P = =J, X= r ' y ~j' z , P' = /, 

y(j yG 



(TO) 



rp' -pr< Y=/ >' J -r' a?j 

V/G /G ' 

R^^ZJZJ^, Z = ?^L=>, R , = 

/G /G 



G etant defini par 1'equation 

(II) G=/ 2 4- gr'2-h7-'2 = p' + Q'i 4 . K'2. 

Les formules precedentes conduisent aux deux relations 

P2 _i- Q2 + R* ==/? 2_{_^2 + r 2 j 

quij comparees aux formules (i), mettent en 6vidence une propriete 
bien connue de la transformation apsidale : Quand deux surfaces se 
correspondent dans cette transformation^ il en est de me me de leurs 
polaires reciproques par rapport a toute sphere ay ant son centre 
au pdle de la transformation. 

3. Appliquons ces proprietes generates au cas ou la surface (s) est 
un ellipsoide (E) defini par 1'equation 
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On aura ici 

[ x y z 



Prenons comme coordonnees curvilignes (3 et a le carre du rayon Om 
et le carre de la distance du centre au plan tangent en m\ c'est-a-dire 
posons 

/ 



/>*-- ?-Hr*= 5 -4- r-- 

( J J a 2 6 2 c 2 

D'apres les proprietes de la transformation apsidale, ces variables a 
et (3 conserveront la meme signification, quand on passera de m au point 
correspondant M; mais elles ont Tinconvenient de ne pas conduire a 
des expressions simples de &,y, z. En resolvant, par exemple, les 
equations (i3) et (i5), on est conduit, pour les coordonnees a?, y, z, 
a des expressions telles que la suivante 



- - 

(a 6)(a c) V a 



c jf. 



Pour eviter cette difficulte, nous introduirons deux nouvelles va- 
riables at! et p', dont nous verrons plus loin la signification geometrique, 
et qui sont liees aux precedentes par des relations que Ton peut com- 
prendre dans I'identit6 suivante : 

L' equation 

(16) S(6-P)(S-P')-/(6) = M(e-)(5- r ) 9 

ou M est independent de ?, et ou /(?) est le polyndme suivant du 
troisieme degre 



(17) 

^oj^ avoir lieu pour toutes les valeurs de ij. 

Si Ton pose ; en effet, pour abreger, 

(18) a-h^H-c = ^, ab -h ac -H 6c =s ^, abc = 

i'identite (16) equivaut aux relations 



(19) 
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qui determinent M, a', p'. en fonction de a et de p. On peut d'ailleurs 
faire le calcul en se servant de 1'identite meme. Si Ton y remplace 
par a, on aura, pour determiner p', 1'equation 

( 2 ) ap'= ^tvL^' 



Puis les equations (19) donneront 
(21) M = A P P', 



j_ 

Ma' 



Nous emploierons simultan^ment, dans la suite, les quatre va- 
riables a, (3, a', p', en revenant, toutes les fois qu'il sera necessaire, aux 
relations pr^cedentes ou a Tidentite (16) qui les contient toutes les 
trois. En particulier, nous nous servirons souvent des relations sui- 
vantes 



^ 



*, 
' 



obtenues en remplacant successivement par a, a', p, P', et de celles-ci 

(24) 



obtenues de meme en rempla^ant | par a, 6, c. 

4. En tenant compte de toutes ees relations, on trouvera facilement 
pour/), q, r, x,y, s, p', q', r' les expressions suivantes sous formes de 
produits 



aj 

a 



(a )/'() V '(* ?)/'()' 



= r =i _/(7--)(p > 

6 V (-6)/' 



* /(p-a.)(|3'-7) _ 
o V (-e)/'(c) ~ 



(26) 



b a 
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K ayant pour valeur 
( 27 ) K =(p- 

Portant ces valeurs de_p, q, r,p', q', r' dans les formules fondamen- 
tales (10) et remarquant que 1'on a ici 

(28) 



on trouve, pour les Elements X, Y, Z, P, Q, R relatifs a la surface des 
ondes, les valeurs suivantes 



(29) 



y _ P( a ~ P) _ 1 A(-p)(-') 
/G ~V </'() 

Y _ ?(* P) _ 4 //-- 
1/5 ~ V 



*'/'(*) ' 



r(e-p) 



(3o) 



_ /f(o-p)(c-g') 
~V ca'/'CO 



_ PC '-") _ 4 AP' )(-) 
/G ~V /'() 



_ /(p'-S 
"V /' 



-SXct Tj 



" V/G 

R = rfc *) = i /(P'-- c)(a=7) 
ai/G V /'(<?) 



P', Q', R' etant, nous 1'avons vu, respectivement egaux, dans tous les 



cas, p' , q', r'. 



5. Des formules prScedentes, on deduit un grand nombre de rela- 
tions, parmi lesquelles nous signalerons les suivantes 



X s 



Y 2 Z a 



(30 



et aussi 



(32) 



P c p ' a a' "6 a' c a' ' 

i P 2 Q 2 R 2 

a ill 
a, a a 
QS pa pa Qs 



a c 



> a o a c a 



-= o. 
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L 1 elimination de p entre les deux equations de la premiere ligne (3i) 
donnerait, par exemple, 1'equation de la surface. L'analogie des deux 
autres equations (3i) montre immediatement la signification geome- 
trique de a'. Le rayon OM prolonge ira couper la surface en un second 
point M/, et Ton aura 

(33) OM'rs/o 7 , comme OM = v/P- 

Ainsi p et v! sont les carres des deux rayons vecteurs diriges suivant 
le diametre OM. 
Les equations (82) se deduisent des precedentes si Ton remplace 

X, Y, Z, a, b, c, (3, ', 



respectivement par 



P n P ] 

P ' Q ' R ' a' V ' 



c 



La surface decritepar le point (P, Q, R) est done la surface des ondes 
relative a Tellipsoide (E 7 ) 

(34) ax*+ by*^rC3*=zi. 

Comme cet ellipsoi'de (E 7 ) est polaire reciproque de Pellipsoi'de (E) 
relativement a la sphere de rayon i ayant 1'origine pour centre, le 
resultat precedent est simplement la consequence de la proposition 
generale indiquee plus haul relativement a Tapsidale de la polaire 
reciproque. 

On voit ainsi que, si 1'on mene . la premiere surface des ondes un 
plan tangent parallele au plan tangent en M, la distance de 1'origine a 
ce plan tangent sera v/p 7 - 

Ainsi \/a, y/p 7 sont les distances a deux plans tangents parall&les. 
Les deux remarques que nous venons d'indiquer rattachent ainsi g&o- 
metriquement les variables introduites a', P' aux variables primitives 
a et p. 

6. Ces points etant etablis, nous allons former en premier lieu li- 
quation difFerentielledeslignesasymptotiques de la surface des ondes 

(35) dP dZ H- ^Q dY H- ^R dZ = o. 

Pour effectuerlecalculavec simplicite, nousferons usage des formules 
telles que la suivante 
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que le lecteur etablira sans difficulte. Comme on peut ecrire Fequa- 
tion (35) sous la forme 



on aura, en employant les formules (29) et (3o), 1'equation differen- 
tielle 



S DV T dS ado! "IT d& a doc 1 

^[^^^(^^JL^ + ^^yJ^ ' 

En utilisant successivement les deux expressions differentes (36) de 
PX, on obtiendra le resultat suivant 



(87) 



Les deux relations (22) permettent encore d'tliminer/(a), /(a') et de 
raraener 1'equation pr6cedente a la forme 



Mais cette equation difFerentielle contient toujours quatre variables a, 

P, a', p'. Nous allons voir comment on peut eliminer deux d'entre elles. 

D'apres Fidentite (16), a et a' sont racines de 1'equation du second 

degre en t 



Diflferentions totalement cette Equation. En ddsignant son premier 
membre par <p(), nous aurons pour chacune de ses deux racines 



ce qui nous donnera, en remplac.ant successivement t par a et par a', 
(39) 



'(' P) ^P'- 



On a d'ailleurs 

(4o) 

et par suite 

(40 



474 NOTES DE L'AUTEUH. NOTE vm. 

En divisant done membre a membre les deux equations (89), on aura 

dec _ a (oc p')dp 
M - '('-- p') dp 

ce qui etablit une relation homographique entre les deux coefficients 

differentiels -7-75 -Jn- En chassant les denominateurs on trouve 
U& ap 

'(' p') da dp -h a(a p ) da' dp' 

H- a'(' P) dn dp'-f- a(a - p') da' dp = o. 

Les deux premiers termes ayant une somme nulle pour les lignes 
asymptotiques, en vertu de Pequation (38), on voit que cette equation 
est encore equivalente a la suivante 

dx d$ _ M dp 
"" 



II ne reste plus qu'& multiplier ou a diviser membre membre les 
deux equations (38) et (4^) pour obtenir les deux suivantes 



da'* 



<jui, en tenant comple des identites (22) et (28), se ramenent aux 
suivantes 



(43) 



(44) -&- - -^ 



ou les variables sont separ^es. On reconnait dans Fune et dans 1'autre 
Tequation d'Euler dont Pintegrale peut rev^tir tant de formes diffe- 
rentes. 

Ainsi, les lignes asymptotiques de la surface des ondes sont des 
courbes algebriques. Get important resultat est da a M. Lie, qui Fa 
signale d'abord dans sa Note Sur une transformation g6om&trique, 
presentee en 1870 a TAcademie des Sciences (Comptes rendus, 
t. LXXI, p. 679). M, Lie 1'a tabli pour la surface de Kummer, qui 
comprend la surface des ondes comme cas particulier. Les lignes 
asymptotiques de cette surface ont te <kudi<es par MM. Klein et Lie 
dans une Note : Ueber die Haupttangentencurven der Kummer 1 - 



SUR LA SURFACE DBS ONDES DE FRESNEL. 4?5 

schen Fldche vierten Grades mit 16 Knotenpunkten, ins^ree en 1870, 
p. 891-899, aux Monatsberichte de Berlin. 

7. Avant d'^tudier Tintegrale de 1'equation precedente, nous allons 
etendre un peu les r^sultats obtenus. Gonservons toujours les 
quatre variables a, p, a', $ H6es par les identites (22) a (24) et 
cherchons s'il existe des surfaces pour lesquelles les six variables X, 
Y, Z, P, Q, R soient exprimees par les formules suivantes 



(45) 



(46) 



X = 

Y = Gi A(b 

Z = G 2 A (c 



(c 



P) (c 



P== 



oil A designe une fonction arbitraire de deux des variables a, p, a', p'; 
C, C 1? C 2 , m, 7i, /n ; , /i 7 des constantes quelconques; ces formules com- 
prennent comme cas particulier celles qui sont relatives a la surface 
des ondes. II sera necessaire et suffisant que les valeurs pr6c6dentes 
verifient identiqueinent les deux relations 

PX-H QY 4- RZ =i, 

P dX. + Q dX -+- R dZ = o. 

La premiere r6sulte imm^diatement des formules 



(47) 



RZ: 



consequences des Equations (45) et (46). 

Quant a la seconde, elle nous donne, par un calcul facile, la con- 
dition suivante 



h m 



(a- 
~ 
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on, en tenant compte des identites (22), 



, 
-t- m h m T =o. 

A a a 



On peut done prendre 

A = a~' w a'-' 77 '; 

et il vient, pour la surface cherchee, les formules definitives 



(48) 



(49) 



Q = 



R = 



On retrouverait en particulier la surface des ondes en faisant 



(5o) 



(bf'(b) 



Appliquons a ces formules plus generales (48) et (4g) la methode 
qui nous a r^ussi dans le cas de la surface des ondes et formons 1'equa- 
tion differentielle des lignes asymptotiques 



(g P)(g p f ) f nd$ rid$ 

/'() L P-a P' a 



ma da 



m'adv,' 



p-a 



n')d$ mad* m'acf*' 1 

P' a a(a-a) a'( f a)J 



Effectuons les sommations en remplagant, dans tous les termes oil se 
trouvent les seules differentielles dv.,da!> le produit (ap)(a p') 
par la quantity 
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Nous aurons Tequation difFerentielle 



Im* . dx* Im's. , , da'" 



Remplacons maintenant dx, dyf par leurs valeurs deduites des equa- 
tions (89) oil Ton remplacera <p'(a), <p'(a') par leurs expressions (4i). 
Apres les reductions, le terme en d$ d$ f contiendra un coefficient nu- 
merique, qui sera 

i(m m')(m -+ m'-v- n -h n 1 i). 

Si Ton veut que Pequation difFerentielle ait encore ses variables 
separees, le coefficient precedent devra^tre nul. Ecartant 1'hypothese 
mzziTTi'quiconduiraita des surfaces deja etudieesau n 112 [I, p. i4 2 ]> 
nous supposerons 

(5 1) in H- m r -+- 7i-H n' = i . 

Alors 1'equation difFerentielle se reduira encore, apres la suppression 
du facteur 

( m -H. .-)( m '+. V)( g ^) (q f p)4- ( m -h /i f U^ 7 ^ ra)^ 6 ) Ca r ^ ) 

-_ a/ , 

a la forme simple 



identique a celle que nous avons obtenue dans le cas de la surface 
des ondes, pour laquelle d'ailleurs la relation (5i) se trouve verifiee 
par les valeurs correspondantes de w, n, m r , n 1 . Ainsi nous obtenons 
une classe de surfaces se rattachant a la surface des ondes et dont 
les lignes asymptotiques se determinent toutes par 1'integration de 
liquation d'Euler. Ces surfaces seront algbriques, ainsi que leurs 
lignes asymptotiques, toutes les fois que les exposants w, n, m 1 , n 1 
seront commensurables. 

8. Parmi les diflf^rents precedes d'integration de liquation d'Euler, 
voici, ce nous semble, celui qui convient le mieux a notre sujet, 
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GU 2 , 6 3 designant des fonctions de deux variables, consideroris la 
famille de courbes definie par Pequation 



(53 ) ! v 

oft c 1} c 2 , c s designen t trois constantes dont la somme est nulle 

(54) Ci-t-Ca-H c 3 = o. 



L'equation differentielle de cette famille de courbes se forme sans 
difficulte, car on a 



3 = o, 
ce qui donne 



3 flg 

etpar suite 
(55) (0 2 rfe 3 ~- 63 c 
ou encore 
(55)' (0? -h Oj -h 

Si Ton suppose que Ton ait 



Tequation difFerentielle prendra la forme encore plus simple 
(56) dbl + d 

et si Ton pose 



elle deviendra 

(58) 
( * 

C'est pr^cis^ment liquation c[ue nous avons rencontree, et dont Pin- 
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tegrale pourra par suite se mettre sous la forme 






oil k designe une constante arbitraire quelconque et ou nous avons 
tenu compte des formules (47) donnes plus haul. 

9. L'interpr6tation geometrique de 1'equation (69) est facile a 
donner si Ton introduit le complexe auquel appartiennent toutes les 
normales d'une famille d'ellipsoides homofocaux, et qui est forme par 
toutes les droites qui coupent les trois plans de symetrie et le plan de 
1'infini en quatre points dont le rapport anharmonique est constant. 
Nous appellerons un tel complexe un complexe de Chasles. Et alors 
on pourra traduire sous ]a forme geometrique suivantele resultat que 
nous venons d'obtenir : 

En tous les points de chaque ligne asymptotique de la surface, le 
plan tangent a la surface est tangent au c6ne d'un complexe de 
Chasles dont le tetraedre fondamental est forme par les plans de 
symetrie et le plan de VinJinL 

Si Ton veut, par exemple, obtenir les deux lignes asymptotiques 
qui passent en un point de la surface, on construira les deux cdnes 
du second ordre ayant leur sommet en ce point, passant par les 
quatre sommets du tetraedre fondamental et tangents au plan tangent 
de la surface en ce point. A chacun de ces cdnes correspondront un 
complexe de Chasles et une des deux lignes asymptotiques cher- 
chees. 

10. II est naturel de se demander si la construction prec6dente 
s'applique a d'autres surfaces. En revenant aux notations de Monge 
et designantmaintenantpar/?et q les deriveesdes considSreecomme 
fonction de x et 7, le probleme peut 6videmment se formuler comme 
il suit : 

Chercher les surf aces pour lesquelles V equation 

(60) /a^-h / /?#+- / yqv = o, 
oh les constantes a, p, y satisfont A la relation 

(61) a-f-p + y^o, 
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est l } integrate generate de liquation differentielle des lignes asym- 

ptotiques. 

Nous avons vu plus haul, au n 8, comment on elimine les con- 
stantes a, p, 7. On est ainsi conduit a 1'equation differentielle 



Or, pour une ligne asymptotique, on a 
dp dx + dq dy = o, 



et, par suite, 

(64) [d(spx - ??)]*= (s rt)(x dy 



Tenant compte de ces diverses relations, on mettra Fequation dif- 
ferentielle (62) sous la forme suivante 



/ [(s*rt)x}rx+pq(x'pa! qyy\ 

I x\(spx)^dx*-^-(s qy) dy* ixy dx dy 



*- * o. 



On a ici le choix entre deux hypotheses bien distinctes. Si le 
premier facteur n'est pas nul, le second devra ^tre identique au po- 

Iyn6me 

- isdoody - 



ce qui donnera les deux relations 

y(z px} _ x(zqy} = xy 



qr pt s ' 

qui s'integrent a vue et nous donnent 
(66) *-/>*-?7= f = > 

X et Y designant des fonctions de x et de y respectivement. Ces deux 
equations du premier ordre s'integrent a leur tour et conduisent, 
le lecteur le reconnaftra aisement, aux surfaces tetra&drales de 
Lame (n 112) et a leurs limites. 

11. Mais on peut satisfaire d'une autre maniere a Tequation (65). 
II suffit que le premier facteur soit nul. On est alors conduit a Tequa- 
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tion aux derivees partielles 

(67) ($ 2 rt) xys-i-pq (z px qy) = o, 

qui fera connaitre une classe tres etendue de surfaces jouissant de la 
propriete annoncee. 

Gette equation, dont les caracteristiques sont les lignes asympto- 
tiques de la surface cherchee, pent s'int6grer completernent et d'une 
maniere elegante. Nous nous contenterons de Pinterpreter geome- 
triquement. 

Soient a , (3 , y les cosinus directeurs de la normale, definis par les 
relations 

cosocp __ cospo __ cosy __ 

^ Oo ) - 



Les coordonnees X, Y, Z d'un point situe a une distance N du pied 
de la normale seront donnees par les formules 

(69) X a? = N cosa , Y jK = Ncosp 0j 2 z = N cosyo? 

d'ou Ton deduitque si N X9 N y , N 3? tsydesignent les segments de la nor- 
male limites aux trois plans coordonnes et a la projection de Pori- 
gine sur la normale, on aura 



a; =-- 7 =, ,= -, 

(70) ' cosa J cos^o cosyo 



w designe encore, avec un signe determine, la distance de Porigine 
au plan tangent. 

On a, d'autre part, p 7 et p" d^signant les rayons de courbure prin- 
cipaux, 



En tenant compte de toutes ces relations, on reconnait que Pequa- 
tion (67) peut ^tre remplac^e par la relation geometrique 

(7-2) 7np>"=N a: N r N z , 

qui est, par suite, v6rifi6e pour la surface des ondes. 

En cherchant si les surfaces t6traedrales, correspondantes a la pre- 
miere hypothese, satisfont a cette relation, on trouve que, pour la 
surface represented par liquation 



D. IV. 3i 
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on a 

(74) 7syp'p"=(m-i) 2 N^N r N-. 

Ainsi, parmi les surfaces tetraedrales, les surfaces du second degre 
seules satisfont a Fequation (67). 

Au reste, parmi les surfaces repondant au probleme pose, les sur- 
faces tetraedrales sont les seules pour lesquelles la generatrice de 
contact du cdne du complete dejlni plus liaut relatif a un point de 
la surface et du plan tangent en ce point coincide avec une tan- 
gente asymptotique de la surface. 

12. Apres celte digression relative a toute une classe de surfaces 
dont les lignes asymptotiqnes se determinant comme celles de la sur- 
face des ondes, revenons a cette surface particuliere pour etudier et 
determiner, si c'est possible, ses lignes de courbure. Nous reprendrons 
Jes notations primitives et nous emploierons, pour former 1'equation 
differentielle des lignes de courbure, les formules d'Olinde Rodrigues. 

Tci les cosinus directeurs de la normale sont 

P/, Q/5, Rv/a. 
Les equations cherchees se presentent done sous la forme simple 

(75) 



ou p designe le rayon de courbure principal. 

Ajoutons les equations precedentes, apres les avoir multipliees res- 
pectivement par aX, aY, aZ : nous trouverons la relation 



= o, 
d'ou Ton deduit 

r d $ 
(76) P="-^Ta 

Gette expression est en parfait accord avec celle que nous avons 
donnee au n 1071 ? ou nous avons deja employe, pour une surface 
quelconque, le systeme de coordonn^es curvilignes a, (3. 

En portant Texpression de p dans la premiere equation (75), par 
exemple, nous aurons 1'equation differentielle des lignes de courbure 
sous la forme 
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Remplagons X et P par leurs valeurs, 11 viendz^a 

.a (a p)O_ p') 
on, en tenant compte de Tune des equations (2/j), 

(77) 



Telle est 1'equation diiTerentielle cherchee, mais elle contientquatre 
variables. On eliminera aisement a' et p', par example, et Ton sera 
conduit a 1'equation suivante 

(78) 



qui a quelque analogic avec 1'equation d'Euler. Comme Pequation 
difFerentielle (77) est symetrique en p et p', on pourrait conserver les 
variables a et p'; et Ton serait conduit a Fequation 

<'79) /(PV*+/(a)^-ja/() + (F^ 



loute semblable a la precedente. 

Ces equations admettent des solutions particulieres definies par les 
relations 

/() = o, /(P) = o, /(p') = o, (a - P)(a- p') = o, 

qui correspondent aux lignes de courbure evidentes de la surface des 

ondes, les sections principales, les cercles de la surface. 

-IK 

Si Ton remplace, dans 1'equation (78), -> par son expression en 
fonction de p, on aura Tequation du second degre 

(80) / 



qui fera connaitre, en chaque point, les rayons de courbure princi- 
paux. Cette Equation permet de verifier la relation (72) deja etablie 
et d'en trouver une nouvelle. 

On a ici, en effet, en conservant les notations et les conventions du 

n 11, 

X /-a p 

N^ = - = /a -- , 



(81) 



_- 

R/a 
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Si done p' et p" designent les deux rayons de courbure principaux. 



on aura 



C 7 est la formula etablie plus haut. On aura de meme 



ce qui donnera 
(83) 

uj 

relation enlierement geometrique, puisque p est le carre du rayon 
vecteur. 

13. Revenons a 1'equation diflerentielle (78). Elle est plus compli- 
quee que celle d'Euler, mais elle s'en rapproche en ce sens qu'elle se 
forme comme elle au moyen d'un polyn6me/(a), don ties coefficients 
n'apparaissent pas dans 1'equation. Nous allons d'abord effectuer 
quelques transformations qui nous seront utiles. 

Si Ton pose, en substituant la variable t a p, 

(84) 

Tequation deviendra 

(85) 9( a )^2 - ?'( a ) 
cp(a) designant le polyndme 

RemplaQons maintenant t par la variable it 

(8 7 ) W = ? T L) - 

L'equation prendra la forme 



Ces diiT^rentes transformations nous permette^it d'etablir la cu- 
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rieuse proposition suivante : L'equation differentielle (78) sintegre 
des que le polyndme /(a), qui est, en general, da troisieme degre, 
se reduit a un polyndme du second degre. 

Dans ce cas, en effet, le polyn6me p(a), defini par la formule (86), 
se reduit au troisieme degre. Le dernier terme de liquation (88) 

disparait et Ton peut, en la divisant par -j^, lui donner la forme 
suivante 

/ox 
(89) 

en supposant, comme ilestpermis, que le coefficient de a? 3 dans 
soit egal a Funite (*). 

Si done on effectue la substitution definie par les formules 

dx da .. 

as = "' a ~ u d^ = ^ 

qui nous donnent 



liquation prendra la forme 



qui s'integre immediatement par la separation des variables et nous 
donne 



(93) 

On aura ensuite 



L'integrale se pr6sente done sous une forme assez compliquee; et 
elle n'est pas gdn^ralement alg^brique. 

14. Voyons maintenant quelles sontles consequences geom^triques 
du resultat analytique precedent. En voici une a peu pres 6vidente. 

da* 

( 4 ) Si <p(#) ^tait de degr6 inf^rieur 3, il faudrait supprimer le terme en -y-;* 

ce qui faciliterait encore 1'int^gration. 
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Supposons d'abord que Fellipsoide (E) se reduise a un cylindre, 
Taxe \Jc croissant indefiniment. La surface des ondes deviendra 1'apsi- 
dale d'un cylindre elliplique. Pour savoir ce que devient alors 
Tequation differentielle des lignes de courbure, il faudra prendre le 
coefficient de c dans 1'equation (78), ce qui revient a remplacer/(a) 
par le polyndme du second degre 

(95) /(a) = (-a)(a-a). 

Done, on salt determiner Les lignes de courbure de la surface 
apsidale d'un cylindre et ces lignes de courbure ne sont pas alge- 
briqu.es. 

Supposons maintenant que 1'ellipsoi'de (E) se rapproche d'une 
sphere, par exemple de la sphere de rayon i. On pourra supposer que 
les carres des axes a, &, c soient de la forme 

(96) arrsi-t-Stfi, ^ = 1-1-5^!, C = I-hSCi ? 

s etant un infiniment petit et a^ b iy c 4 des quantites finies. La di/Te- 
rence P a sera alors de 1'ordre de e 2 ; cela resulte de la definition 
geometrique des variables a et p. On devra done poser 

(97) ^ 

et Ton aura 

(98) <p(a) = 

en posant 
(99) 



Si Ton substitue toutes ces expressions dans I'equation differen- 
tielle (88) et si Ton conserve seulement les termes de degre moindre, 
qui contiennent s 3 en facleur, il restera I'equation 

du\ f du\ u% 

(100) 9i(^0 ""/" '.v 9i (#1 ) Ui +* u% -f- co'{ (ccj) == o. 

Aux notations pres, nous retrouvons I'equation primitive (88), oil 
<p(a) serait remplacee par un polyndme du troisieme degre. Et nous 
avons vu qu'alors 1'integration se ramene aux quadratures. Ainsi : 

On sait determiner les lignes de courbure de toutes les surfaces 
des ondes qui different peu d'une sphere. Ces lignes de courbure ne 
sont pas algebriques. 
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II suit de la que, dans le cas general oil Les trois axes de la sur- 
face sont inegaux, les lignes de courbare ne sauraienl tire alge- 
briques. 

Quand on aura integre Inequation (100), les coordonnees du point 
de la surface se deterrnineront en fonction de u^ elaj par les formules 



(101; 



x 



/(ai at)(< 

^r; / _____^_____ 
I/ ( CSi "" O\ 

Y= v 



Z = 



Ces valeurs, satisfaisant a la relation 



montrent bien que la surface se reduit alors a une sphere. 

15. On obtient le meme resultat en supposant que deux des axes 
seulement, a et b par exemple, tendent a devenir egaux, le troisieme c 
restant different des deux premiers. La surface des ondes se decom- 
posera en un ellipsoi'de et une sphere. Pour la partie qui se rapproche 
d'une sphere, a et p diiTereront peu du rayon de la sphere. On sera 
ainsi conduit a poser encore 



(102) 

(io3) cp(a) = 

u restera finie et Tequation (88) se reduira a la suivante 

du 




qui n'est autre, avec un changement de notations, que Fequation (88) 
oil <p(a) se reduirait non plus au troisieme, mais au second degre. 

Ainsi, quand la surface des ondes se decompose en un ellipsolde 
et une sphere, on sait determiner, sur la sphere, les positions Limites 
des lignes de courbure. 

16. Bien que nous n'ayons pu obtenir, dans le cas general, une 
determination en termes finis des lignes de courbure, neanmoins plu- 
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sieurs resultats essentiels sont fournis par Panalyse precedente. Nous 
voyons, non seulement que les lignes de courbure ne sont pas alge- 
briques, mais encore que, si ces lignes presentaient quelque intert 
clans Fetude optique de la surface, nous pourrions les faire connaltre 
avec une suffisante approximation. Car les surfaces des ondes rela- 
tives aux differents cristaux sont peu differentes de la sphere et sur- 
tout ont toujours, au moins, deux de leurs axes tres peu differents 
I'un de Pautre. Le lecteur s'en convaincra aisement, s'il jette les yeux 
sur le Tableau suivant, qui donne les indices de quelques cristaux 
( relativement a la raie D) : 

Gypse ........... 1,529 i,5aa i,5ao 

Orthose ........ 1,626 j,5a3 T j5i9 

Aragonite ....... 1,685 1,681 i,53o 

Diopside ......... J?? 00 ^^jS ij6/i 

Stilbite .......... t,5oo 1,498 i?494 

OJigoclase ....... i,54a i,538 ,534 

Amblygonite ..... 1^97 1,093 ,678 

Sphene .......... 2,009 1,894 ,888 

Epidote ........ 1,768 1,754 ,73o 

Staurotide ....... I ?746 1:74' ,7^6 

Les lignes de courbure de la surface des ondes ont d'ailleurs ete 
1'objet d'un assez grand nombre de recherches. A la suite d'une affir- 
mation inexacte, d'apres laquelle ces lignes seraient les courbes de 
contact d'une developpable circonscrite a la surface et a une sphere 
concentrique, Gombescure, dans un elegant Article insere en 1869 au 
tome II des Annali di Matematica, p. 278, a forme leur equation 
differ en tielle. Dans quelques remarques qui suivent cet Article, 
M. Brioschi a montre que ^equation differentielle obtenue par M. Com- 
bescure peut se ramener a la forme 



ou Ton pose 



Mais toutes les recherches faites pour obtenir la solution complete 
du probleme ont, jusqu'ici, completement echoue. 



)= yp(p a)(p *) (p 
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NOTE IX. 



SUR LA GfiOMfiTRIE CAYLEYENNE ET SUR UNE PROPRIETY 
DES SURFACES A GfiNERATRICE CIRCULAIRE. 



t. An n 697, nous avons considere 1'element lineaire defini par la 
formule 

(i) d$*= du?~-- (Vcosaw-H Vj sinau-t- V 2 )afa 2 , 

ou a designe une constante, V, V t , V 2 des fonctions de v\ et nous 
avons fait remarquer : i que cet element lineaire comprend, comme 
cas limite, celui qui convient aux surfaces regimes rapportees au sys- 
teme de coordonnees forme par les generatrices rectilignes et leurs 
trajectoires orthogonales; 2 qu'il se rapproche encore de 1'element 
lineaire des surfaces r6glees par la propriete suivante : parmi les sur- 
faces auxquelles il convient, il y en a une qui admet en quelque sorte 
un double modede generation, c'est-a-dire dont Pelement lineaire est 
reductible de deux manieres difFerentes a la forme (i). 

A la fin du n 697, nous avons annonce que nous aurions a revenir 
sur toutes ces proprietes pour les presenter sous un nouveau jour. 
G'estceque nous allons faire dans cette Note, en appliquant les re- 
sultats que nous avons donnas au Livre VII, Chapitre XIV, relative- 
ment a la Geometrie cayleyenne. 

Prenons, pour surface fondamentale ou absolu, la quadrique (Q) 
deTmie par Tequation 



(2) a? 2 -h7 2 H~3 2 -h t*= o. 

Si Ton considere maintenant la quadrique () definie par liquation 

^JS r 3 ^2 ^2 

(3) f, + :21 +,+ '- o, 

v ' a b c h ' 

les coordonnees d'un point quelconque de (6) pourront s'exprimer 
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par les fornoules suivantes 

I *' - ( P)(a Pi) v2 _ 

- ~ 



~ f'(b) 

. , _ e(c-p)(c p,) _ 

"*" ' 



"/'(*) 

oil I "on a pose 

(5) f(u) = (u a)(u b)(u c)(u A), 



et oil p, p t designent deux variables auxiliaires. On recommit imme- 
diatement que Ton a 

(6) aylH-.jfi-i-sS-t- JS I. 

On verifiera aussi sans difficulte : i que les lignes de parametres p 
et P! sont conjuguees sur la quadrique ()) ; 2 qu'elles sont orthogo- 
nales par rapport a la quadrique (Q) (n 836). Par suite, ce sont les 
lignes de courbure de la surface (0) (n 840), lorsqu'on prend pour 
absolu la quadrique (Q). 

Puisque les coordonnees &,y 9 s, t satisfont a la relation (6), 1'ele- 
ment lineaire cayleyen de (6) (n 837) aura pour expression 

(7) ds* = c?a? 2 -h 
el un calcui facile nous donnera 



C'est relement lineaire que nous avons rencontre aux n os 695, 696; 
et sa forme harraonique montre immediatement que, conformement 
aux resultats indiques au n 839, on sait determiner, dans la Geo- 
metrie cayleyenne, les lignes geodesiques de toute surface du second 
degre. 

2. Apres avoir etabli ce premier resultat, considerons une surface 
reglee quelconque (R) et proposons-nous de determiner son element 
lineaire dans la Geometrie cayleyenne. Prenons une courbe quel- 
conque (C) sur cette surface. Soient a i9 a^ a zj a^ les coordonnees du 
point A de (C) situe sur une generatrice rectiligne quelconque (rf). 
Ces coordonnees sont des fonctions d'un parametre ^, et, pourvu que 
la courbe (C) ne soit pas tracee sur la quadrique (Q), on peut tou- 
jours supposer qu'elles soient liees par Fequation 

(9) 
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Soient de meme & n b%, b$, & 4 les coordonnees du point B situe sur 
la meme generatrice rectiligne et conjugue de A par rapport a la 
quadrique (Q). On aura necessairement 

(10) fli^iH-^^a-T-^s^s-t- a k b k = o, 

et Ton pent encore admettre que fej, & 2 , b 3 , & 4 verifient la condition 

(n) 



Enfin, si Ton suppose que la courbe (C) soit une trajectoire ortho- 
gonale cayleyenne des generatrices rectilignes, ii faudra joindre, aux 
trois relations precedentes, la suivante 

(12) aib\-^-a z 6 j -+- a 3 b r z -H a b\ = bi a\ 5 2 a( 2 & 3 a\ b a' 4 = o, 

que nous supposerons egalement verifiee. 

Cela pose, les coordonnees d'un point M de la surface reglee, situe 
sur la generatrice (d), seront definies par les formules 

X = #1 cos u -h bi sin u, 
Y = a 2 cos u -H #2 sin u> 

r, , . 

Z = s cos w -- 63 sin M, 
T = a^ cos M -+- 64 sin w, 

u designant la distance AM. Comme ces coordonnees satisfont a la 
relation 

(14) X*-f.Y-4-Z*H-T==i, 

I'el^ment lineaire de la surface reglee (R) se determinera (n 837) 
par la formule 



et Ton trouvera Texpression suivante 

(i5) a?S 2 = <#M 2 n- (Vcos 2 w -+- 2 Vj. cos u sin w-f- V 2 si 

ou Ton a pos6 

(16) 



V = a' 






L' expression (i5) de l'16ment lineaire est identique, avec un leger 
changement de notations et a un facteur constant pres, a celle qui est 
fournie par Fequation (i) et que nous avons renqontree au n 697. 
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La veritable origine de cette forme particuliere de 1'element li- 
neaire est ainsi reconnue : elle convient aux surfaces reglees, dans la 
Geometric cayleyenne. 

Ce point etant etabli, on s'explique aisement pourquoi I'element 
lineaire defini par la formule (8) peut etre ramene de deux manieres 
dififerentes a la forme (i). Cela tient a ce que cet element lineaire 
convient, dans la Geometric cayleyenne, a une surface du second 
degre (6). Comme cette surface est doublement reglee, on peut, de 
deux manieres differentes, la rapporter a un systeme de coordonnees 
forme de generatrices rectilignes etdeleurs trajectoires orthogonales. 

3. Les formules que nous avons etablies permettent d'etendre a la 
Geometric cayleyenne la proposition fondamentale relative a la de- 
formation des surfaces reglees, Un element lineaire de la forme (i5) 
convient A, une infinite de surfaces reglees. Car si Ton considere les 
fonctions V, V 1? V 2 comme donnees, les huit fonctions a/, b k devront 
satisfaire seulenaent aux sept equations (9), (10), (i i), (12), (16) ; une 
de ces fonctions pourra done ^tre choisie arbitrairement. Je laisse de 
c6te tout ce qui concerne Fetude de ce systeme de sept equations 
differentielles. 

Si I'on applique aux surfaces reglees la transformation geometrique 
ponctuelle qui a ete definie et etudiee au n 846, on est mis sur la voie 
d'une proposition interessante relative aux surfaces engendrees par 
des cercles. 

En efFet, la transformation du n 846 fait corresponds a toute sur- 
face reglee (R) une surface (K) engendree par des cercles normauoc 
a la sphere Jlxe (S); et, de plus, si Ton designe I'element lineaire 
euclidien de (K) par ds et par dS I'element lineaire cayleyen de (R) 
par rapport a (S), on aura (n 849) 



R etant le rayon de la sphere (S) et #,/,;s designant les coordonnees 
du point de la surface (K). 

Done, a toutes les surfaces reglees admettant le m&me element 
lineaire relative me nt a la sphere (S) choisie comme quadrigae fon- 
damentate, correspondent des surfaces engendrees par des cercles 
normaux a (S) et pour lesquelles le quotient 

ds* 
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a la meme expression. On peutdonc etablir, entre totites ces surfaces 
engendrees par des cercles orthogonaux a la sphere (S), une corres- 
pondance avec simiJitude des elements infiniment petits. Nous aliens 
generaliser cette proposition et Fetendre a toutes les surfaces engen- 
drees par un cercle. 

4. Les surfaces engendrees par des cercles ont deja ete etudiees 
d'une maniere assez complete (*). Nous etablirons tout d'abord 
quelques proprietes essentielles des trajectoires orthogonales de tous 
les cercles. 

Rapportons chaque cercle (G) dela surface a un triedre mobile (T) 
ayant pour sommet le centre du cercle O, pour axe des z la perpen- 
diculaire au plan du cercle, pour axes des x et des y deux diametres 
rectangulaires du cercle. Celte definition du triedre comporte une 
certaine indetermination. Ajoutons de plus la condition que la com- 
posante r de la rotation autour de Os soil nulle. Alors les projections 
du deplacement infiniment petit d'un point de coordonnees relatives 
x : y, seront 



-4- 



(18) 



v designant la variable dont depend la position du triedre. Nous allons 
appliquer ces formules a la surface (S) engendr3e par le cercle (C). 
Si p designe le rayon de ce cercle, les coordonnees d'un de ses 
points auront pour valeurs 



(19) a?=pcosw, ^=psinw, z = o. 

En appliquant done les formules (18), on trouvera sans peine, pour 1'e- 
lement Iin6aire de (S), Texpression suivante 



(ao) d?$ 2 = p 2 ^ 2 -t- 2p(yj cosw \ sin#) du dv n- 

M ayant pour valeur 
(ai) M = p r2 -h 



II resulte immediatement de ces formules que les trajectoires ortho- 
gonales des g6n6ratrices circulaires seront de* termine'es par liquation 



( l ) On pourra lire en particulier uae dtude : Sur les surfaces d generatrice 
circulaire, ins^e, en i885 ; au Tome II (3* x s^rie) des Annals$ de I'Ecole Nor- 
superieure par M. DEMARTRES. 
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differentielle 

(22) p du -f- ( r t cos u ! sinw) a?? = o, 

qui est bien une equation deRiccati, Ainsi se trouve etabli le resultat 
que Ton doit a M. Demartres et le lecteur reconnaitra aisement, d'a- 
pres la signification geometrique de w, qu'il pent s'enoncer sous la 
forme suivante : 

Le rapport anharmonique des points ou quatre trajectoires ortho- 
gonales quelconques coapent un memecercle est constant. 

Cette proposition avait deja etc donnee par MM. E. Picard et Ri- 
baucour (n 1006), pour le cas des surfaces enveloppes de spheres. 

II en resulte, on le reconnatt aisement, qu'au lieu de definir le 
cercle (C) par les equations (19), on pent employer Jes suivantes 

~ a 

^a 



a, b, a, p etant des fonctions de v assujetties a la condition 
(24) ab = 9 *, 

et t etant une variable qui demeurera constants sur chaque trajec- 
toire orthogonale des generatrices circulaires; a et b, comme a et p, 
seront des fonctions imaginaires conjugu^es. 

Avec les formules (28), 1'element lineaire de la surface (S), defini 
par la formule 



| Z7j)^p]^ 



prendra la forme suivante : 
On aura 



P, P , Q etant des polyndmes du second degre en ^, dont les coeffi- 



SUR LA GEOMETRIE CAYLEYENNE. /{g5 

cients seront des fonctions de v . II viendra done 

*'=(7Z^)rf7Z^H a -W^ 

Pour que les courbes de parametre t soient les trajectoires ortho- 
gonales, il faudra que le terme en dv dt disparaisse, c'est-a-dire que 
Ton ait 

(27) P(0+Po(0 = o. 

En egalant a zero les coefficients des puissances de t, on aura trois 
equations auxquelles devront salisfaire les fonctions a, p, a, b et leurs 
derivees. Ces equations contiendront d'ailleurs E, TJ. En les supposant 
verifiees, on trouvera pour Telementlineairede la surface P expression 



designantle polyndme du quatrieme degre defmi par Pequation 

QVO 



Les cinq coefficients de F(J) sont des fonctions de ^ composees avec 
les translations ^, TJ, 5, les rotations /;, q, les fonctions a, Z?, a, p et 
leurs derivees premieres. Si Ton se donne ces cinq coefficients a priori, 
les reuf fonctions precedentes devront, par suite, satisfaire a cinq 
equations. II fautleur adjoindre les trois 6quations resultant de Piden- 
tite (27); de sorte que les neuf fonctions , TJ, C, />, 9, , ^, , p de- 
vront satisfaire seulement a huit equations, oil figurerontd'ailleursles 
derivees des quatre dernieres. Puisqu'on a huit equations pour neuf 
fonctions, 1'une de ces fonctions pourra etre choisie arbitrairement. 
Ainsi, il existe line infinite de surfaces a generatrices circulaires, 
con tenant dans leur equation une fonction arbitraire, et pour les- 
quelles le polyndme F(/) a la meme expression. Les elements 
lineaires de deux de ces surfaces etant evidemmentproportionnels, on 
pourra 6tablir entre elles une correspondance avec similitude des ele- 
ments infiniment petits. (Test la le fait essentiel que nous voulions 
etablir. 

SiPon suppose en particulier que le polyn6me F(t) ait tous ses 
coefficients constants, on obtiendra toutes les surfaces pour lesquelles 
les cercles constituent une famille isotherme ( 1 ). 

( J ) Ges surfaces cnt ^t6 dStermindcs par M. DEMARTRES dans son Memoire sur 
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5. Pour donner plus de precision a la proposition generate que nous 
venons d'etablir, considerons sur la surface (S) deux trajectoires 
orthogonales des cercles correspondantes aux valeurs , ^ de t et 
construisons, pour chaque cercle (C) de la surface, la sphere (S) qui 
le coupe a angle droit, aux deux points ou il est rencontre par les tra- 
jectoires precedentes. Si R est le rayon de cette sphere variable et 
si S designe la puissance d'un point relative a cette sphere, un calcul 
facile rnontrera que, pour chaque point du cercle (G) de la surface, 
on a 



Par suite 1'element Iin6aire donne par la formula (28) peut se roettre 
sous la forme 



de sorte que, pour deux surfaces correspondant au meme polyn6me 

F(*), leproduit 

aR , 

ir ds 

aura la m^me valeur. 

Cette remarque determine la valeur exacte du rapport de simili- 
tude en deux points correspondants. 

Si Ton suppose que tous les cercles (G) soient normaux a une sphere 
fixe (S), les points ou le cercle variable (C) coupe cette sphere de- 
crivent deux trajectoires orthogonales des cercles; et si Ton applique 
la remarque precedente en choisissant ces deux trajectoires orthogo- 
nales particulieres, on retrouve la proposition du n 3 de cette Nole, 
qui nous a servi de point de depart. 

Inversement, Femploi de quelques considerations de Geometrie infi- 
nitesimale permet de rattacher le theoreme general a la proposition 
particuliere du n 3. 



les surfaces qui sont divisees en carre's par une suite de cercles et leurs tra- 
jectoires orthogonales insert en 1887 aux Annales de VEcole Normale supe- 
rieure (t. IV, 3 e serie, p. i45). 
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NOTE X: 



SUR LES EQUATIONS AUX DRIVES PARTIELLES. 



1. Aux n os 718 et 1078, j'ai fait allusion a une methode qui permet, 
dans certains cas, d'obtenir des resultats plus complets et de re- 
soudre des equations aux derivees partielles qui echappent aux me- 
thodes de Monge et d'Ampere; je vais, dans cette Note, reproduire 
textuellement les points essentiels du travail que j'ai compose sur ce 
sujet et qui, presente en mars 1870 a 1'Academie des Sciences (*), a 
ete reproduit la meme annee au Tome VII des Annales de L'Ecole 
Normale (i re s6rie). 

Soit 



Pequation proposee, et soit 

(2) X dx -f- Y dy ~H Z dx + P dp -+- Q dq -h R dr H- S ds H- T dt = o 

sa difF^renlielle totale; adoptons, pour resoudre la question, la me- 
thode du changement de variables employee avec tant de succes par 
Ampere et par Gauchy. Pour cela, nous remplacerons x et y par les 
variables independantes a?, JK O ; y 6tant une fonqtion de a? et de y que 
Ton pourra determiner comme on le jugera convenable. 

Nous aurons d'abord les relations suivantes, qui sontbien connues : 

dz dy dp dy dq dy 

(3) i. flr^, T^ == $-r-> ^-2-=^-^, 
v ; ^To fyo ty* clXo <^Ko c^o 

(4) d *~ P + q d r =,r + s d y d JL^ $ + t d r. 

^ ' dx * dx da? dx dx da? 



Comptes rendus des stances de VAcademie des Sciences, t. LXX, p. 6,7 

' '' 
D. IV. 4 32 
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De plus, les conditions d'integrabilite prendront la forme 



(5) 



dp ___ dq dy dq dy 

dy Q ~ dx dy Q dy Q dec' 

dr __ ds dy ds dy 

dy* "~ d dy Q dy$ dx 7 

ds _ dt dy_ dt dy 

dy<> ~~ 5o? djo ~~ 5^o <^* 



A ces equations il faut joindre la suivante, obtenue en prenant la 
derivee de Pequation (i) par rapport a j : 



>. 

dy* 



dy<> 



Servons-nous maintenant des equations (3), (4), (5) pour eliminer 
de Tequation precedente toutes les derivees par rapport a/ , excepte 

dy dt 

-~ et g ; nous obtiendrons la nouvelle equation 



(a) 



( ( 

IV 



) 



dy, 



Or on peut supposer, d'apres des principes qu'il est inutile de rap- 
peler ici, que y Q a ete choisi de maniere que 1'equation suivante 



soit satisfaite. 
L'equation (a) se r6duit alors et devient 



dx 



dx dx 



ce que Ton peut encore ecrire, en tenant compte de 1'equation (6), 

dt_ 

(7) 



-.. 

dx dy 

dx 

Nous avons done, en resume, a determiner les sept inconnues y, z, 
p, q, r, s, t fonctions de x et de j 0) et satisfaisant aux equations (i), 
(^)> (4), (6), (7). On peut m&tne remplacer Tequation propos^e par 
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sa derivee prise par rapport a #, qui, en tenant compte de Pequa- 
tion (7), prend la forme simple 



dx 

Or, parmi les equations (3), (4), (6), (7), (8), six ne contiennent 
pas la variable j ; mais, comme il y a sept inconnues, le changement 
de variables n'a plus ici la meme utilite que dans le cas du premier 
ordre; il ne peut donner la solution complete du probleme. 

2. La methode precedente est susceptible d'une grande simplifica- 
ion dans le cas tres important oul'equation proposee est de la forme 

(9) Hr + 2K*-HLf-hM-+-N(r* $ 2 )=o, 

H, K, L, M ? N etant des fonctions quelconques de #, y, Zj p, q. 
On peut ici se servir des equations 



dp dy 

-f- = r -\-s-?~+ 
dx dx 



- 
dx 



dy 

t-?-. 

dx 



Si Ton deduit de ces deux equations r, s en fonction de , et que 
Ton substitue leurs valeurs dans 1'equation proposee (9), il arrive, 
par suite de la forme particuliere de cette equation, que le coeffi- 
cient de t s'annule; t disparait du resultat. On est ainsi conduit au 
systeme suivant : 

dy_ 
dx ~~ m * 



do) 



dz 



dy 



qui ne contient plus les d^rivees du second ordre r, s, t } mais seule- 
ment *, y^ p y q et leurs d^riv^es par rapport a #. Ce sont les 
de Monge, auxquelles il faudrait joindre les suivantes 



dx 



j^our la determination compete ,dey, %> p, q. 
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Ainsi, dans le cas que nous venons d'exarniner, et qui a ete- 
jusqu'ici presque le seul considre par les geometres, la forme parti- 
culiere de Fequation permet d'eliminer du systeme des equations aux 
d6rivees ordinaires considerees plus haul Jes trois derivees r, *, t. 
H&tons-nous de dire qu'une pareille simplification ne constitue que 
rarement un avantage, et que des simplifications analogues se pre- 
sentent dans tous les ordres, quand les equations ont une forme con- 
venablement choisie. 

3. On a vu, dans les deux paragraphes precedents, que le probleme 
des equations d'ordre superieurse separe tres nettement du probleme 
relatif aux equations du premier ordre. Pour le premier ordre, en 
effet, la mothode du changement de variables ramene la question a 
Fintegration d'un systeme complet d'equations aux derivees ordi- 
naires. Pour le second ordre et pour les ordres superieurs, il y a au 
contraire moins d'equations que d'inconnues a determiner. Les re- 
marques qui suivent paraissent accuser aussi une difference profonde 
entre les deux problemes. 

Puisque, dans le cas oil Ton se borne aux inconnues/, z, p, q, /', ^, t y 
on a une equation de moins qu'il nefaudrait pour la solution cherche 
du probleme, il est naturel de se demander si, en adjoignant aux in- 
connues precedentes les quatre derivees partielles du troisieme ordre, 
que nous appellerons a, p, -y, 8, on ne parviendrait pas a un nombre 
d'equations suffisant pour determiner comme fonctions de x, non 
seulement les inconnues primitives, mais aussi a 7 j3, y, S. II sepresente 
ici un fait important, et qui, je crois, n'a pas ete remarque. Le nombre 
des equations ne contenant pas y Q est encore in/erieitr d'une 
unite ait nombre des fonctions inconnues. Ces equations ne suffisent 
done pas a determiner les inconnues, considerees comme fonctions de 
la seule variable #; mais la difference entre le nombre des equations 
et celui des inconnues reste la m6me qu'auparavant : elle est egale ^ 
Tunite. II en est de mme si, au lieu de s'arreter au troisieme ordre, 
on continue les calculs jusqu'a un ordre quelconque : il y a toujours 
une equation de moins qu'iln'y a d' inconnues. 

Les resultats precedents etablissent, on le voit, une difference essen- 
tielie entre les equations aux derivees partielles du premier ordre et 
celles des ordres sup6rieurs. Pour les Equations du premier ordre, le 
nombre des Equations contenant seulement les d6rives par rapport 
x est toujours egal au nombre des fonctions inconnues. II n'en est 
plus de mme pour les equations d'ordre sup^rieur. Pour liquation 
de Monge, par exemple, consid6ree au n 2, on n'a que trois rela- 
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lions pour determiner z, /?, q, y considerees comme fonctions de x. 
On salt tout le parti que Ton tire d'ailleurs de ces relations differen- 
tielles : toutesles fois qu'elles ofFrent deux combinaisons integrables, 
on peut resoudre Pequation aux derivees partielles proposee, ou du 
moins la ramener a une equation du premier ordre. 

Les remarques que nous avons faites indiquent de meme, pour les 
Equations du second ordre, la methode suivante : 

On essayera de trouver, en dehors de 1'equation proposee, deux 
combinaisons integrables des equations en y, s, p> g, /*, $, t. Si ces 
combinaisons existent dans les deux systemes que 1'on obtient en 

dy 

prenant successivement pour ~- les deux racines de Fequation du se- 
cond degre (6) qui determine cette derivee, le probleme pourra etre 
considere comme entierement resolu; si Ton n'a pas de combinaison 
integrable, on aura recours aux equations quiconliennentles derivees 
du troisieme ordre. Alors m&me que Les premieres equations ne 
fourniraient pas de combinaison susceptible d } integration, le se- 
cond systeme forme avec les derivees prises jusqu'au troisieme ordre 
pourra en donner. Si ce systeme rCest pas susceptible d* integration 
jpartielle, on ira jusqu'aux derivees du quacrieme ordre, et I'on 
pourra avoir des combinaisons integrables; et ainsi de suite. 

k. La remarque enoncee a la fin du paragraphe precedent me pa- 
rait conduire a une m6thode plus g^nerale que celles qui sont habi- 
tuellement employees. On peut, du reste, presenter cette methode 
sous un autre point de vue qui permet d'obtenir plus facilement les 
systemes successifs que i'on aura a integrer partieilement. 

Supposons que 1'un quelconque de nos systemes conduise a deux 
combinaisons int^grables 

^(x,y,z,p, q, ...)== const., l (a?, 7, z, p> q, . ..)= const. 

Les deux constantes qui figurent dans ces Equations doivent etre 
considerees comme des fonctions inconnues de y Q . 6liminant y Q) on 
est conduit ^ une Equation de la forme 

F = fonction arbitraire de Fj. 

Cette dernidre relation peut 6tre ^videmment consideree comme une 
nouvelle Equation aux derivees partielles, compatible avec la pro- 
posed, et qui admet en commun avec elle une int^grale avec une 
fonction arbitraire. Nous sommes done conduits k la solution de la 
question suivante, qui respond a ce deuxieme mode d'exposition : 
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Trouver une equation aux derivees partielles 



du n ihme ordre, admettant, en commun avec la proposee, une solu- 
tion contenant au moins une fonction arbitraire. 

Pour cela, il suffit de remarqtier que la propobee, differentiee 
n i fois, donne n equations contenant les derivees d'ordre n -+- r, 
au nombre de n-\-%. L'equation V~a, differentiee successivement 
par rapport a x et a y, donne deux equations contenant, elles aussi, 
les derivees d'ordre n -+- ] . On a done en tout /& -f- 2 equations con- 
tenant lineairement les derivees d'ordre n -+- 1, et qui determinent ces 
n-+- 2 derivees en fonction des derivees d'ordre inferieur, si les deux 
Equations aux derivees partielles dont on cherche la solution commune 
sont prises arbilrairement. Mais ici cela ne doit pas etre; sans cela les 
derivees d'ordre superieur a /i-hi se determineraient toutes, comme 
les derivees d'ordre n H-i, en fonction des derivees d'ordre moindre; 
puisque une fois obtenues toutes les derivees d'ordre n +- 1 en fonction 
des derivees d'ordre inferieur, on n'aurait qu'a deriver loutes les equa- 
tions qui donneraient chacune de ces derivees pour avoir les derivees 
d'ordre superieur; et la solution commune, si elle existait, ne pourrait 
contenir tout au plus qu'un nombre limite de constantes arbitraires* 
II faut done que ces n +- 2 equations contenant lineairement les /z + 2 
derivees d'ordre n 4- i forment un systeme indetermine, ce qui donne 
deux equations de condition. Gomme deux des equations contiennent 

1 J, - . J IT W ^ V ^ V ^ V ^ V 1 1 ' J J' ' 

les derivees de V , -r- -r- y -3-5 T ? * > les relations de condition 
dx dy dz dp Oq 

doivente*tre considerees comme deux equations aux derivees partielles 
du premier ordre auxquelles doit satisfaire la fonction V. Ces equa- 
tions sont homogenes et du second degre par rapport aux derivees. 

Ce qui precede explique et generalise la remarque par laquelle 
Bour a e"tabli que 1'on pent toujours reconnaitre si 1'application des 
methodes de Monge et d'Ampere pourra reussir. Bour n'avait exa- 
min6 que le premier cas. celui ott 1'on suppose que, liquation du 
premier ordre a une intSgrale intermediaire. 

ft 

- 5. Les deux me'thodes que nous venons d'indiquer se retrouvent 
d'ailleurs dans la theorie des equations aux derivees partielles du 
premier ordre. La premiere, fondle sur le changement de variables^ 
est due, comme on sait, a I'illustre Cauchy, qui Pa donn^e en j8ig, 
Laseconde a ^te introduite dans la Science et developp^e par Jacobi. 
C'est en essayant d'^tablir un lien entre ces deax methodes qite j'ai 
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ete amene a. Pellicle donl les resullats principaux ont ete rapidement 
indiques ici. 

La seconde methode permet de se rendre compte simplement du 
nombre des integrations qui sont necessaires pour la solution complete 
du probleme; mais il est indispensable qu'avant de trailer ce point, 
nous entrions dans quelques explications. 

Soit une Equation aux derivees partielles d'ordre n 



F[ -, 



Designons par R, t , R rt -i, ... les derivees du premier membre de 1'e- 

quation prises par rapport aux derivees d'ordre n, -r~-> T~;^iiV" ? * " * 

tf 
iVons appellerons equation caracteristique de 1'equation aux derivees 

partielles Pequation suivante a une inconnue u 
RU u 11 + R_i u fl - 1 -+-... = o. 

Par exemple, pour 1'equation (i), consideree au commencement, 
cette equation caracteristique serait 



Cette definition une fois comprise, il est facile de completer un re- 
sultat ^nonce plus haut. 

Pour que 1'equation proposee 



et liquation aux derivees partielles V ~ a aient une solution com- 
mune avec une fonction arbitraire, il faut d'abord que V&quation ca- 
racUristique de l'dguationV=:a admette une racine de V equation 

(12) Rw 2 -hSw-hT = o. 

On voit done que les equations Y = a que nous cherchons se di- 
visent en deux, classes, suivant qu'elles appartiennent a Tune on a 
Fautre des racines de liquation pr6c6dente. Pour la solution com- 
plete du probleme, il suffit d'avoir une Equation de chaque classe, 
contenantelle-mtoe une fonction arbitraire. Un nombre quelconque 
d'^qu^tioiis diff^jrentielles appartenant & la m^me classe ne pent 
dpnner Tinti^grale complete de notre equation. II est, du reste, Evident 
que si liquation (12) est irr^ductible, si S 2 4RT n'8t pas carr^ 
parfait, il suffira de changer dans uiae intlgrale le signe du radical 
pour en obtenir une aoiivelle. 

dans le cas od Tequatioa car^ct6risrtiqu^ est irredtictibl^ft 
, pour la ''Solution complete (Ju probl^mei, qtte l^un deis 
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a integrer fournisse deux combinaisons integrables correspondant a 
la meme racine de 1'equation irreductibJe. 

Si Ton n'a pas le nombre voulu de combinaisons integrables, on 
n'aura evidemment que des solutions particulieres. 

Les methodes precedentes reussironttoujours, il est facile de le de- 
montrer, toutes les fois que les integrates seront de celles, qu' Ampere 
appelle integrates de premise espece, et qui ne contiennent pas de 
signe d'integration. 

6. II est facile de deduire des remarques faites plus haut quelques 
notions nouvelles sur la methode de la variation des constantes, me- 
thode a laquelle Bour attachait la plus grande importance. 

Voici, pour le cas du second ordre, comment on devrait appliquer 
la methode de Lagrange; il faudrait d'abord chercher une integrale 
particuliere contenant cinq constantes et, remplagant ensuite les con- 
stantes par des fonctions arbitraires, en disposer de maniere que les 
expressions des derivees jusqu'au second ordre res tent toutes les 
me'mes. On serait ainsi ramene a un systeme d'equations simultanees 
en general tout aussi difficile a integrer que 1'equation proposee; et 
par consequent la methode n'ofFre plus les memes avantages que 
pour le premier ordre. 

Mais supposons qu'au lieu de connaitre 1'integrale finie avec cinq 
constantes, on ne connaisse qu'une integrale particuliere du premier 
ordre avec deux constantes 



Cette integrale satisfaisant, quels que soient a et b, a Tequation 
proposee, si, entre 1'equation (i3) et ses deux premieres derivees, on 
elimine a et b, on devra retro uver 1'equation differentielle proposee. 
Cela pose, supposons que a et b soient, non plus des constantes, mais 
des fonctions de &, y, s, p, q\ remplagons. b par une fonction arbi- 
traire de a, et determinons a par 1'equation 

/ f\ dsp (?cp db 

da db da 

a deviendra une fonction de x, y, z, p, q, d6termin6e par liqua- 
tion (i4); les deux derivees de 1'equation (r3) ne changeront pas de 
forme, et Ton aura cette fois une integrale intermediate avec une 
fonction arbitraire deduite d'une integrate ne contenant que deux 
constantes. 

Le mme theoreme s'applique a toutes les Equations V = a con- 
sid6rees au n 4. 
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NOTE XL 



SUR L'fiQUATION AUXILIAIRE. 



1. Dans un Article insere en mars i883 au tomeXCVI des Comptes 
rendus t ( l } 9 j'ai introduit une notion qui me parait utile : celle de 
I'eguation auxillaire d'une equation diflferentielle ordinaire, ou 
d'une equation aux derivees partielles contenant un nombre quel- 
conque de variables independantes. Comtne 1'equation auxiliaire in- 
tervient dans 1'etude des deux problemes de Geometric qui font 
Pobjet principal de la derniere Partie de cet Ouvrage, je vais en dire 
quelques mots, sans entrer d'ailleurs dans 1'etude detailI6e et appro- 
fondie de ses diverses applications. 

Considerons, pour fixer les id6es, une equation quelconque, diffe- 
rentielle ou aux deriv6es partielles, d^finissant une fonction z d'une 
ou de plusieurs variables independantes. Si Ton y remplace s par 
s 4- ss', que 1'on d^veloppe suivant les puissances de s et que Ton 
^gale a zeYo le coefficient de s, on aura une Equation lineaire et homo- 
gene par rapport a %! , que j'appellerai liquation auxiliaire de 
Tequation propos^e. Liquation auxiliaire deTmit les solutions infini- 
ment voisines d'une solution donnde; elle a, par consequent, une 
signification qui ne depend en aucune manieredu choix des variables 
independantes et qui subsiste apr&s un changement quelconque de 
variables. 

La notion de 1'equation auxiliaire se generalise sans difficulte et 
s'etend a tout systeme d'equations differentielles ou aux derivees 
partielles; chaque systdme de ce genre, quel que soit le nombre des 
Equations, des fonctions inconnues ou des variables independantes, 
admet UB $yst&me $u#iliaire qui definit ce que Ton peut appeler 



( J ) DARBOUX (G.) T Sur te$ iqu&tions aux ddrMes partielles (Gom&tes. 
rendus, t*XCVJ, p. 766? 19 mars iS83) t 
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toutes les solutions infiniment voisines cVune solution donnee. Pour 
obtenir le systeme auxiliaire on remplacera chaque fonction in- 
connu u t par KJ+BK*, et Ton egalera a zero la derivee de chaque 
equation par rapport a e, en faisant s = o apres la derivation ( 1 ). 

2. Lorsqu'on sait integrer completement un systeme d'equations 
differentielles ou aux derivees partielles, on sait evidemment integrer 
le systeme auxiliaire. II suffit, pour cela, de substituer a chacune des 
equations finies qui constituent Tintegrale sa variation premiere, ob- 
tenue en faisant varier toutes les arbitrages, constantes ou fonctions, 
qui entrent dans cette equation, et toutes les fonctions inconnues u t 
dont, conformement a la notation deja employee, on remplacera les 
variations Sw* par u' t . Si, par exemple, il s'agit d'une equation diffS- 
rentielle du second ordre dont Pint6grale generale est d6finie par la 
formula 

U/(X, C, Cj.), 

Tequation auxiliaire aura pour integrate 



c r et c\ designant deux constantes nouvelles, independantes de c et 
de Cj. 

S'il s'agit, au contraire, d'une equation aux derivees partielles 
admettant une integrale definie par des equations de la forme suivante, 
011 <p(), <KP) designent les deux fonctions arbitrages, 



on aura a joindre a ces trois equations les suivantes : 




(*) On pourrait g6n^raliser cette notion du systdme auxiliaire en faiaaat varier 
dans les Equations, non seulement les fonctions iaconnues, inais encore ceytaines 
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oil cpo(), 'l'o(P) clesignent deux nouvelles fonctions arbitraires et 
entre lesquelles on pourra eliminer les variations a', p' de a et de p (*). 

Nous representons par -~ y ^L les derivees completes prises par 
rapport a a et a p. 

3. Comme le systeme auxiliaire est linaire, son etude est relative- 
ment facile; et elle peut fournir des conclusions precises relatives an 
systeme propose". Supposons, par exemple, qu'etant donnee une seule 
equation aux, derivees partielles, Pon demande que cette equation ad- 
mette une integrate generale dans laquelle figureront, sans aucun 
signe d'integration, des fonctions arbitraires avec leurs derivees, jus- 
qu'a des ordres determines pour chacune des fonctions. II devra en 
etre de meme pour Inequation auxiliaire en js r , quand on y rem- 
placera z par une solution quelconque de 1'equation proposee. 

Cette condition, nous 1'avons vu pour le cas de deux variables in- 
d&pendantes, se traduira analytiquement par certaines relations entre 
les invariants de 1'equation auxiliaire. En ecrivant ces relations, on 
obtiendra de nouvelles equations aux derivees pariielles en 5, qui 
devront etre verifiees en meme temps que Pequation proposee. La 
solution de la question proposee pourra 6 ire ainsi ramenee a de 
simples eliminations. 

k. Laissant de c6te les nombreuses applications que Ton peut faire 
de ces remarques, j'etudierai plus specialement les deux problemes de 
G6ometrie suivants. 

Conside>ons une surface (S) et cherchons toutes les surfaces infi- 
niment voisines qui peuvent former avec (S) une famille de Lame\ 
c'est-a-dire une famille d'un systeme triple orthogonal. Si p, p,, p 2 
d6signent les parametres des trois families qui composent un systeme 
orthogonal et si Tel^ment lineaire de Pespace est donn6 par la formule 

d** H" dp*- H J dpi H- E\ dpi 



H, H n H 2 satisfontl des relations aux deriv6es partielles du second 
Ordre-que nous avons d^j^t d^montr<es au n 149 ( 2 ). Supposons que 
la surface (S) fa$se partie de la famille de parametre p g . Comme les 



arbitraires, constantes ou fonctions. Mais on peut, e.n introduisant des inconnues 
nouvelles, rameaer cette me"ihode plus gda^rale a celle que nous employons dans 
le tefcte. , 

( * ) On pouita utilised de mtoe toutes les solutions iocompletes, pourvu 
oatienttent des ^rbitfabe.s, cons^ntes ou fWctlo^s^q^e.Poa pourra f^ixe 
' .{) Yoir aussi *** 1039, 1047 et 105< 
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surfaces de parametres p et p t Ja coupent suivant ses lignes de cour- 
bure, on peut dire qu'en chacun de ses points, les variables p, p 1? les 
fonctions H et H 1? pourront etre regardees comme connues; et, pour 
resoudre le probleme propose, il suffira de determiner, en tous les 
points de (S) ? la fonction H 2 qui, multipliee par la constante o?p 2? 
donne la distance de chaque point de (2) a la surface infmiment 
voisine cherchee, surface que nous appellerons (2/). Or la fonction H 2 
satisfait (n os 149, 1039) a Fequation 



_ 

~ H c*p! dp Hi dp d?! 9 

qui, nous 1'admettrons ici pour abrger, est a la fois necessaire et 
suffisante; de sorte que le probleme est ramene a Integration com- 
plete de cette equation aux derivees partielles en H 2 . 

Cette equation est 1'une de celles auxquelles on peut ramener la 
solution complete du probleme suivant : 

Trouver toutes les surfaces admett&nt la meme representation 
spherique que la surface (S). 

Car, admettant les solutions ^, y, z, elle n'est autre que Tequation 
ponctuelle relative au systeme conjugue forme par les lignes de cour- 
bure de (2) et ne differe pas, par exemple, de liquation (6) du 
n 948 (voir aussi n 950). 

Nous etablissons ainsi une relation entre deux problemes qui, au 
premier abord, paraissent tout a fait difFerents : d'une part, la deter- 
mination de toutes les surfaces admettant meme representation sphe- 
rique que (S) et, d'autre part, la determination des surfaces (') 
iniiniment voisines de (S) dans toute famille de Lam6 dont fait 
partie (S). L'explication de ce fait apparaJt imm^diatement lorsqu'on 
se rappelle le thSoreme de Ribaucour d6montre au n 972. D'apres 
cette proposition, les cercles osculateurs aux trajectoires orthogo- 
nales des surfaces d'une famille de Lam^, aux points ou ces trajectoires 
rencontrent Fune d'elles (S), forment un systeme cyclique. Par suite, 
la surface donn^e (S) et la surface cherchee (S') peuvent ^tre consi- 
deres comme deux trajectoires infiniment voisines des cercles qui 
font partie d'un systeme cyclique. Et, de la resulte la g^n^ration sui- 
vante de (S ; ) : 

On construira le systeme cyclique le plus general form de 
cercles normaux a (S), et la surface cherchee (S 7 ) sera une de 
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celles que nous avons appris a construire aux n os 951 et suiv., et qui 
sont normales a tous les cercles du systems. 

Comme on salt que la recherche de tous les systemes cycliques pre- 
cedents se ramene a la determination de toutesles surfaces admettant 
meme representation spherique que (S), I'explicalion cherch^e est 
ainsi fournie d'une manure complete; et la relation e"tablie entre les 
deux problemes confirnie un rsultat deja etabli par une autre voie 
(n 981), mais qui, ici, devient evident : c'est que le probleme de la 
representation spherique, une fois resolu pour une surface (S), le 
sera par cela meme pour toutes les surfaces inverses de (S). 

5. Gonsiderons main tenant un autre probleme : la recherche des 
surfaces applicables sur une surface donnee (S). Si, conformement 
aux idees precedentes, nous commencons par rechercher les surfaces 
applicables sur (S) et infiniment voisines de (S), nous savons que la 
solution du probleme se ramene en definitive a Pintegration d'une 
Equation a invariants egaux 



Les surfaces pour lesquelles on sait le resoudre se partagent en 
diffrentes classes. Pour chacune d'elles, on connait les expressions 
des coordonnees rectangulaires x y y, z d'un point de la surface en 
fonction des parametres et (3 des lignes asymptotiques; les ex- 
pressions contiennent au moins quatre fonctions arbitraires de a et 
de p. Pour les surfaces de la /? i6me classe, I'intSgrale gen^rale de 
Tequation en 6 comprend deux fonctions arbitraires de a et de (3, avec 
leurs derives jusqu'a Tordre p i, et les expressions de *#>/, z con- 
tiennent 2JP + 4 fonctions arbitraires (on %p 4- 2 si Ton choisit con- 
venablement les parametres a et p). Or il est clair que, si Ton consid^re 
toutes les surfaces qui sont applicables sur une surface donnee etsont 
d6termin6es par des Equations qui ne contiennent que des fonctions 
arbitraires avec leurs d6rives jusqu'a un ordre d6termin6, le pro-' 
bl&me de la deformation infiniment petite se rSsoudra par des for- 
mules qui serpnt toujours de m^me forme et de tn&me nature pour 
chacune d'elles* Toutes ces surfaces devront done faire partie de Tune 
des classes que nous vendns de d^finir; et Von devra pouvoir les 
obtenir en etablissant des relations Jlnies ou dijfe'rentielles entr& 
les fonctions arbitraires de * et de $ qui flgurent dans les ex- 
pressions ge'ne'rales des coordonne'e$ t & } y, s d'un point de I'une ^ 
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ces surfaces exprimees au moyen de a et de p. Telle est la marche 
que nous allons suivre et formuler analytiquement. 

6. Reprenons les formules du n 883 



-.e^lrfS, 
\ - J \* d* * d*l \"dp "dp/ *' 

ou 8 a , 6 2 , 6 3 sont solutions d'une equation de la forme (2). 
Les quantites x^ y l9 s l9 d^finies par les relations 



(4) 



oil to est I'int6grale la plus generale de Tequation (2) a laquelle sa- 
tisfont 6j, 3 , 3? donnent la solution la plus generale de liquation aux 
differentielles totales 

(5) dx dxi -I- dy dy^ +- dz d&i = o, 

de sorte que, s designant une constante infiniment petite, 



sont les coordonnees d'un point d'une surface (S 7 ) infiniment voisine 
de (S) et applicable sur (S). 

7. Cela pose, si Ton a etabJi, entre les fonctions arbitrages con- 
tenues dans les formules (3), des relations telles que toutes les sur- 
faces (2) soient applicables les unes sur les autres, et si Ton fait 
varier, non seulement les fonctions arbitraires qui subsistent seules, 
mais aussi les parametres a et (3, les expressions 

*-*+ 



dz j, dz 

+ -T- oa -f- T 
c^a d 
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ofo o#, 8j, <Js designent les variations provenant du cliangement de 
forme des fonctions arbitraires, seront aussi les coordonnees d'un 
point d'une surface applicable sur (S) et infiniment voisine de (2). 
Pour que cette surface se confonde avec (2'), il sera necessaire et 
suffisant que Ton puisse disposer de Sa, 8{J de maniere a satisfaire aux 
equations (*) 

to * doc . 



(6) 



d*, 



et, reciproquement, toutes les fois qu'il sera possible de satisfaire a 
ces equations, toutes les surfaces (S) seront applicables les unes sur 
les autres. 

8. Si Ton remarque que O u 2 , 6 3 sont les parametres directeurs de 
la normale a (S), on pent remplacer les trois equations precedentes 
par Punique equation 



(7) 



= 



^ t ) = o, 



obtenue en ajoutant Jes trois equations apres les avoir multipli^es 
respectivemenl par 6,, 2 , 6 3 . 

Cette derniere Equation contient des signes de quadrature 3 mais on 
peut les faire disparaltre par differentiation. On a, en effel, identi- 
quement 



(B) 



Et, par cons6q;ueni, il fciu'dra d'abordjqfue les fonctiops 6>, 



() Nous supposons qae la donstaate e alt ^td r^tiaie en multiplicateur 
fonctions arbitraires qui figurent dans to. 
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2 , o8 3 puissent verifier identiquement la relation 

8i S6 2 S8 3 
81 dO-2 d8 3 



(9) 



da 



dp 



dco 



d0 t 

<dfr 



da> 



qui est debarrassee de tout signe d'integralion. Lorsque cette equa- 
tion sera verified, la principale difficulte du probleme aura disparu; 
il restera neanmoins a verifier liquation primitive (7), qui n'est 
nullement une consequence de la precedente, mais dont le premier 
membre satis fera alors, en vertu de Pidentite (8), a liquation 



da dp 

9. Appliquons d'abord cette methode generale aux surfaces de la 
premiere classe, pour lesquelles on a 



(to) 



Q 1 =A 1 -t-B,, 



A,, A 2> A 3 etant des fonctions de a et B 13 B 2? B 3 des fonctlons de 
L'equation a invariants egaux a laquelle satisfont 8 n 8 2? 8 3 est ici 



da dp 



et Ton a 



x = A 32 



z = A 2 Bt 



- /"( 

( 

/( 



3 A 3 



/( 
^( 

/*( 



3 B 3 

^ B 4 

2 B 2 



Vojons si 1'on peut etablir entre les fonctions A et les fonctions B 
des relations telles que toutes les surfaces correspondantes soient 
applicables les unes sur les autres. Comme il doit rester une fonction 
arbitraire de a et une fonction arbitraire de p, il est clair qu'il ne 
faudra obtenir qu'une relation entre les fonctions A et une entre les 
fonclions B. 

On a ici 



= A-hB, 
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1 1'equation fondamentale prend la forme 

( SAj-hSB! 
i4) 



8A 3 -+-3B 3 

A; 



B' 



B 



5i3 



= o. 



Comme, par sa nature meme, elle se decompose en relations line- 
ires entre les fonctions de a et entre les fonclions de P; comme, 
I'autre part, A' et B' s'annulent en meme temps que les SA,- et les SB,-, 
>n petit admettre que A' depend lineairement de 8A n oA 2 , 3A 3 ; que B' 
lepend lineairement de SBj, 8B 2 , 8B 3 ; et, par suite, 1'equation prece- 
lente se decomposera dans les deux suivantes : 



B; B' S B; 



16) 



A' A' 
1 **S 

B; B; 



Si, dans la premiere, on donne a a une valeur quelconque, mais fixe, 
jlle prend la forme 



- (B 2 H- m s )B; H- (B 3 H- W2 3 )B' 3 == o, 
n l? /n 2 , m 3 d^signant des constantes. En integrant, on aura done 
(Bj-H mi) 2 -h (B 2 -h m 2 ) 2 4- (B 8 -+- m s )2= const. 



Mais, comme il estpermis, dans les expressions des 6/, de reunifies 
;onstantes m^ aux. fonctions A/, on pourra supposer que ces constantes 
;oient nulles et ramener Fequation pr^c^dente la forme 



h designant une constante. Alors liquation (i5) prendra la forme 

AI 8A 2 8A 3 

I', A' s A', -A'gA/BJ-o, 

*'. B; B' S 

3t, corome il ne peut exister aucune autre relation entre les fonc- 
tions Bj, on devra annuler le coefficient de chaque de'rive'e B^ ce cjui 
D. ^- IV. 33 



donnera 
(18) 
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g oAg A g 8A 3 A'Aj = o, 
'j 3A 3 A^oAj A'A 2 = o 
A' s oAi A i oA 2 A' A 3 o. 



On deduira de la, en multipliant les trois equations respectivement 

par A;, A;, A;, 

AiA' t -h A a A 2 H- A 8 A 3 = o, 
et, par suite, 

A! designant une nouvelle constante. 

L'equation (9) etant verified en vertu des relations (17) et (19), il 
faut revenir maintenanl a Tequation (7). On a ici 

^1 = ABj BAj AA^AI A t dA) -f- AB^BJ- B^B), 

y\ = ABg BA> / ( A aAo A2 A ) -f- / (B d/B> B^ ^B), 
J J 

5i = AB 3 BA 3 A^^a A 3 <^A)-h A B ^ B 3 B 3 dB). 
J */ 

Un calcul facile donne, en tenant compte des relations (18) et des 
relations analogues relatives aux fonctions B/, 

3,r a?i= (A 8 H-B,)(8A 8 oB 3 ) 

2 3B 2 ) -+- (A -h B)(Ai Bj). 



On deduit de la 



7 ^j) = (A - 



a/0- 



II suffira done de prendre h < =h i et 1'on retrouvera ainsi, dans 
ce qu'elles ont d'essentiel, les propositions nonce~es aux n os 769 
et 770. 

10. Pour les surfaces de la seconde classe, on a 



(20) 



B' .olILl, 

J51 3 -p ' 

A 2 -J 



63= 



B;-a 

B;-2 



IHT' 

A 3 -B, 

T=T m 



SUR L'EQUATION AUXILIAIRE. 5i5 

Les formules qui donnent les coordonnees sont aussi plus com- 
pliquees. 

Par example, la vaieur cle x est 



x = I (A; A; A;, A;) d* / (B; BS B-; B:;) d$ + AJ B; A; BJ 
j m ' " j " 

j ^As-BQCA'i-B^-^-BsXA',-]^ 

et Ton obtiendra les valeurs correspondantes de / et de s par des 
permutations circulates effectuees sur les indices r, 2, 3. La vaieur 
de #! est de meme 

sn = /(A', A." - A' A'J) d* - f (BJ B" B' BJ) <jp H- A'B; - A' t B' 

t ^(A^?>)(\;-~B;)-^(A I ^?> 1 )f.V-B / ) 

L'equation a resoudre (9) prend aussi une forme beaucoup moins 
simple. 

On parvient neanmoins a en trouver une solution en adoptanl 
1'hypothese 

(21) oA/= AA} A'A,-, oB,-= BBJ B'B/, 

qui conduit aux valeurs suivantes pour les fonctions arbitraires 



A et B designant des fonctions arbitraires, differences, bien entendu, 
de celles qui figurent dans les expressions prcedentes de SA;, SB^*. 

La solution correspondant a ces valeurs des fonctions A/, B/? n'est 
pas distincte de celle que nous avons donnee aux n os 1078-1080 d'apres 
M. Weingarten. EUe convient aux surfaces applicables sur le para- 
bolol'de dont une g6n&ratrice est tangente au cercle de Pinfini. 

11. D'une manie're plus g^n^rale, on peut se demander de trouver 
quelles seraient les valeurs des fonctions 6/ qui correspondraient aux 
solutions nouvelles consid^r6es par MM. Wexng-arten, Baroni et 
Goursat, solutions que nous avons fait connaUre au Liv. VIII^ 
Ch. XIIL On verra facilement, en ayant 6gard aux forroules du n 916, 



5i6 NOTES DE L'AUTEUR. NOTE xi. SUR L' EQUATION AUXILIAIRE. 
que si p est la solution generale de Pequation (7) du n 1074 

(23) 

il faut prendre 



cj3)2 /Gig ^G r __ dp dC^ \ 




C, G', C" etant les cosinus directeurs donnes par les formules (62) 
(n1074). 



FIN DE LA QUATRIEME ET DERNIERE PARTIE- 
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TABLE ANALYTIQUE DES MATIERES 

PAR ORDRE ALPHABfiTIQUE 0). 



ACTION dans un mouvement, 544. The*o- 
remc de Thomson ct Tait, 544- 
Principe de la moindre action dans 
le plan, 545. Sur une surface, 550. 
Action relative & un mouvement dans 
1'espace, 55G, 557. Principe cle la 
moindre action, 558. Variation de 
1'action, 550. Generalisation des pro- 
pri tile's des rayons lumincux, 560, 561. 

ANALLAGMATIQUES (Surfaces), 172, 847, 
849, 850. 

ANALOGIES entre Ja Gtiom (Strie du plan 



et ccllc des surfaces & courbure con- 

stante, 793-794. 
ANGLE DE CONTING-ENCE GEODESIQUE, 

612. 
ANGLES relalifs a unc forme quadra- 

tique, 572, 574. Orthogonal ite" relative 

a une forme quadratiquc, 572. 
ANTICAUSTIQUES PAR REFRACTION, leurs 

lignes cle courbure, 479. Leur e*qua- 

lion langentielle, 480. 
AXES OPTIQUES, Icur definition, 459- 

Leurs propric'le's, 453 ct suiv. 



BJORLING. Travaux 
minima, 182. 



sur Ics surfaces I BRACIIISTOGURONES, 550. 



GARACTERISTIQUES DES EQUATIONS AUX 
DERIVEES PARTIELLES non lintiaires 
du second ordre, 709 et suiv.. The"o- 
rie de liquation 



709 et suiv. Voir aussi Note X, 
CARAGTERISTIQUBS d j une Equation line*- 
aire aux ddriv^es partielles du second 
ordre, 106. Proprie*te*s g^om6triques, 



107. Gas oil ellcs sont les lignes de 
courbure, 108. 

CATENOIDE ou ALYSJJSE'IDE, 66. 

CENTRE DE GOUIIBURE GEODESIQUE, 490, 
634, 637. 

GERGLES GEODESIQUES, 648 et suiv. 
Courbes dont la courbure ge"ode"- 
sique est une fonction donne*e des 
coordonn^es du point de la courbe, 
649-650. ProbUme du calcul des va- 
riations dont elles donnent la solu- 



(* ) Los chiffres donn<5s se rapporfcent aux articles ot non aux pages des diffr0nts Volames. 



5i8 



TABLE ANALYTIQUE DES MATIERES. 



tion, 651, 652. Cercles ge"ode"siques 
cles surfaces, applicables sur les sur- 
faces de revolution, 653. De la pseu- 
dosphere, 787-789. Longueur d'une 
circonference geodesique, 7 ( JO. 

CEnCLES GEODESIQUES DES SURFACES A 
GOURBURE CONSTANTS, 779, 780. 

CKRCLES GEODESIQUES ET SYSTEMES iso- 
THERMES, 654. Probleme non rc'solu 
relatif aux surfaces qui admcttenl an 
moins trois families isothermes com- 
posees de cercles geode"siques, 655. 

COMPLEMENT AU THEOREMS DE MEUSNIER, 
511. 

COMPLEXES DB DROITES, 448. 

CONGRUENCES DE CERCLES, 446,471, 472, 
477. Voir aussi SYSTEMES CYOLIQUES. 

CONGRUENCES DE GOURDES, 311. Condi- 
tion pour que les courbes d'une con- 
gruence soient normales a une famille 
de surfaces, 438, 439. Interpretation 
geomelrique de cette condition, 440. 

CONGRUENCES DE COURSES ALGKBRIQUES. 
Lc nombre maximum de surfaces Iso- 
ldes normales a tontes les courbes de 
la congruence depend uniquement de 
la nature dc chaquc courbe, 446. Par 
exernple des cercles formant une 
congruence ne peuvent e"tre nox*maux. 
ft plus de deux surfaces sans 1'etre & 
une infinite" de surfaces, 446. 

CONGRUENCES DE DROITES ou RECTI- 
LIGNES, 318-350. Systcmes conjugue"s 
^attaches aux congruences rcctilignes, 
322, 323. Surfaces particu litres pour 
lesquelles les coordonne"es de chaque 
point sont de la forme 



A(p 



324. 



CONGRUENCES RECTILIGNES pour les- 
quelles les lignes asymptotiques se 
correspondent sur les deux nappes 
de la surface focale, 483, 886-880. 
Relation entre les courbures to tales 
des deux nappes, 889. 

CONGRUENCES RECTIUGNES dont les de*- 
veloppables doivent de'couper un rd- 
seau conjugu^ sur une surface du 
second degr^, 455. 

CONGRUENCES RECTILIGNES ISOTROPES, 



260, 863. Surface moyennc d'une con- 
gruence isotrope, 805. 

CONGRUENCES RECTILIGNES DONT LES DE- 
VELOPPABLES DECOUPENT SUR UNE SUR- 
FACE DONNEE UN RESEAU GONJUGUE 
DONNE, 420, 421. Congruences doni 
les developpables se correspondent et 
intcrceptent sur une mme surface 
un m^me systeme conjugue, 922- 
923. Congruences engendre*es par des 
droites paralleles et dont les de>e- 
loppables se correspondent, 923, 941- 
944. 

CONGRUENCES RECTTLIGNES. Condition 
pour que les droites d'une congruence 
soient les normales d'une surface, 
441. Application aux tangentes com- 
munes a deux surfaces homofocalcs 
du second degn'-, 442. Cas ou la sur- 
face focale d'une congruence de nor- 
males se reduit & une courbe et i\ 
une surface ou i'i deux courbes, 443- 
414. 

CONGRUENCES BPEGULES DE GOURDES 
pour lesquelles "chaquc courbe cst 
rencontrde seulemcnt par deux cour- 
bes infinimcnt voisines, 470, 471. 

COORDONNEES CURVILIGNES sur une sur- 
face 62-G5. 

COORDONNEKS DE LA DROITE, 139. 

COORDONNEES IIOMOGENES D'UNE HPIIKRE, 
156. Coordonne"es de la sphere qui 
enveloppe une surface sur les deux 
nappes de laquelle les lignes cle cour- 
bure se correspondent, 477, 483. 

COORDONNEES PENTASPHERIQUES, 150 et 
suiv. Lc systeme de cinq spheres or- 
thogonales, 151. Surfaces isotlicr- 
miques rapportees a des coordonn<ics 
pentasphcriques, 437. 

COORDONNKES POLAIRES sur une surface 
656, 657. 

COORDONNEES SYMETRIQUES sur une sur- 
face quelconque, 501. Sur la sphere, 
23-26, 916. Transformation homogra- 
phique do ces coordonne"es, 27. 
COORDONNEES TANGENTIELLES SPKCIALES* 
Variables de 0. Bonnet,, 163. ihude 
de la surface, 164-105. Transforma- 
tion de coordonne*es ou de*placement, 
166, 167. 
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GORRESPONDANCE AVEG ORTHOGONALITE 

DES ELEMENTS, 854. Problcme des ei- 
ments rectangulaires, 854, 855. Cor- 
rcspondance d'une surface et cl'un 
plan avec orthogonality dcs Elements 
Iin6aires, 909 el suiv. 

CORRESPONDANGE ENTRE DEUX SURFACES 
PAR PLANS TANGENTS PARALLKLES, 426, 

432. Translation d'une surface, 427. 
Application a 1'Optique dee milieux 
homo genes, 428. Proprietes geome- 
triques relatives a un cas special, 890, 
803, 894. 

CORRESPONDANCE ETABLIE ENTRE DEUX 

SURFACES par la condition que les 
plans tangents aux points correspon- 
dants aient leur intersection dans un 
plan fixe (P),425. 

COUPLES DE SURFACES APPLICABLES, 854, 

898. 

COURBE AUX TANGENTES EGALES OU TRAG- 
TRICK, 6C. 

GOURDES DE M. BERTRAND dont les nor- 
males principales sont aussi nor- 
malcs principales d'une autre courbe, 
8 et suiv., 38, 739. 

GOURDES GAUCHES. Theorie cinema- 



tique, 4 et suiv. Determination d'une 
courbe gauche quand on connait une 
relation entre la courburc et la tor- 
sion de Tare, 35, Courbes a torsion 
constante, 36 et Note IV, 

GOURDES MINIMA on de longueur nulle, 
219, 220. 

GOURDES PARALLELES sur une surface, 
531. 

GOURDURE GEODESIQUE, 634 Ct Suiv 

Definitions di verses, 635, 636, 637, 
648. Son expression au moyen des pa- 
rametres differentiels, 676. 

GOUIIDURE NORMALS. The*oremes de 
M. Bertrand, 505. Moment de deux 
normales infiniment voisincs, 506. 

GOURDURE TOTALS. GOURBURE MOYENNE, 
497. Theoreme de Gauss, 498. Expres- 
sion de la courbure totale au moyen 
du second parametrc difTe'rentiel, 
682. 

CYCLIDES GENERALES. Ge sont des sur- 
faces isothermiques, 437. Cyclide de 
Dupin. G'est la scule surface dont les 
normales rcncontrent deux courbes, 
444. Voir LIGNES DE COURBURE. 
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DEFORMATION DE L'IIYPERBOLOIDE DE RE- 
VOLUTION. The'oreme de Laguerre, 
739. 

DEFORMATION DES SURFACES. Reduction 
nouvelleduproblemedue a M. Wein- 
garten, 1082 et suiv. 

DEFORMATION DES SURFACES GAUCHES, 
727 et suiv. Surfaces gaudies admet- 
tant un e'le'ment line'aire donn6, 728, 
729. DeTormer une surface gauche de 
telle mani^re que Tune de ses courbes 
devicnne plane, 732, ou rectiligne, 
733, ou asymptotique, 735, ou ligne 
de courbure, 736. Deformation des 
surfaces gauches dtudie'e par la m6- 
thode cin^matique, 734-735. 

DEFORMATION INFINIMBNT PETITE. Pre- 
miere solution, 852, 856-858, 8S6. 
Th<orame de Ribaucour, 861-862, 
891. Deuxteme solution, 867-869,871, 



Les douze surfaces qui se pre"sentent 
dans I'dtucle dc la deformation infi- 
niment petite, 883-897. Les trois re"- 
seaux I, II, III sur ces douzc sur- 
faces, 894-897. Deformation infini- 
ment petite des surfaces homogra- 
phiques ou correlatives, 900, 901. Ap- 
plication de la thdorie ge"n^rale de la 
deformation infiniment petite a la 
solution du probleme de la deforma- 
tion finie, Note XI, 

DEFORMATION INFINIMENT PETITE du pa- 
raboloVde, 859, d'une surface du se- 
cond degre, 860, d'une sphere, 861- 
863 et 915-917, d'une surface a cour- 
bure constante, 879-881 et 918, d'une 
surface minima, 913. 

DEPLACEME.NT A UN PARAMETRE, for- 
mulas d'Euler exprimant les neuf 
cosinus en fonction de trois angles, 1. 
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DEPLACEMENTS A DEUX PARAMETRES, 40 
etsuiv. Relations differ en tielles entre 
les rotations, 40. Gas ou les six rota- 
tions dependent d'une seule variable, 
44-46. Gas oft le systeme n ? a pas de 
point fixe. Relations differentielles 
entre les rotations et les translations, 
55. The'oreine de MM. Schonemann 
et Mannheim, 57. 

DEPLACEMENTS A DEUX PARAM&TRES pour 
lesquels les mouvements e"Iemen- 
taires sont toujours des rotations. 
Theoreme de Ribaucour, 58. Pro- 
positions relatives & ces dgplace- 
ments, 59-61, Voir aussi au motRou- 

LEMENT. 

DISPLACEMENT PARTICULIER analogue au 

mouvement etudie par Poinsot d'un 

corps solide libre, 32. 
DEPLACEMENTS FINIS. Leur representa- 

tion analytique et geom6trique. Leur 

composition, Note V. 
DETERMINATION des surfaces admettant 

l'61ement lineaire 



ou a, b, c sont des constantes, 726. 
DEVELOPPEES d'une courbe gauche, 12. 
DEVELOPPEE D'UNE SURFACE, 752. Lignes 

asymptotiques, 753. Tableau de for- 



mules se rapportant aux deux nappes, 
754. Relations entre les deux nappes, 
proprietes cinematiqucs, paraboloi'de 
des huit droites, 755-756. 

DEVELOPPEE MOYENNE d'une surface, 912, 
1075. 

DIREGTRICE ET MODULE d'une d<forma- 
tion infiniment petite, 852. 

DISTANCE GEODESIQUE sur une surface, 
526, 536, 537. Son expression appro- 
chee, 658, 659. Applications, 662, 
663. 

DROITE INVARIABLE dont trois points 
decrivent des plans rectangulaires. 
Surface normale a toutes les positions 
de la droite. Ses lignes de courbure, 
159. 

DROITES NORMALES A UNE SURFACE, 447. 
Condition pour que cles droites par- 
tant des diflercnts points d'une sur- 
face soient normales a une autre 
surface, 448, 449. Developpables for- 
mees avec les normales, 637. 

DYNAMIQUE DES MOUVEMENTS DANS LE 
PLAN. Analogies avcc la thoorie des 
geode"siques, 538 et suiv. Trajectoires 
qui correspondent a la mCme valeur 
de la constante des forces vives, 538- 
540. 
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ELEMENT LINEAIRE analogue a cclui des 

surfaces regimes, 697 et Note IX. 
ELEMENT LINEAIRE des surfaces gauches. 

Surfaces imaginaires, 727. 
ELEMENT LINEAIRE HARMONIQUE ou de 

Liouville, 583. Lignes g6odc"siques, 

583-584. 
ELLIPSES ET HYPERBOLES GEODE"SIQUES, 

526-529, 587-588. Theoremes de 

Charles et de Graves, 589. Sur une 

sphere, 745-746. 
ELLIPSOIDE rapporte a ses lignes de 

courbure, 504. Voir GEODESIQUES, 

SURFACES HOMOFOCALES. 
ENVELOPPE D : UNE FAMILLE DB SPHERES 

DEPENDANT DE DEUX PARAMETRES, 472. 

Lignes principales, 472. Proposition 



de Ribaucour relative a la corde de 
contact, 473. Proposition relative a 
la polaire de cetie corde, 474. Enve- 
loppes pour lesquelles les lignes de 
courbure se correspondent sur les 
deux nappes, 451, 453, 475, et sui- 
vants. 

ENVELOPPES DE SPHERES coupant une 
sphere fixe sous un. angle constant, 

f 172. 

lllOUATION 7^ ^ 3 4- 3 = 0, 716. 
AQUATION ADJOINTE DE LAGRANGE (pour 

une equation lin^aire a une seule 
variable inde*pendante), 368. Pro- 
pri^t^s diverses, 369-374. 

AQUATION ADJOINTB D'UNE AQUATION AUX 
DERIV^ES PARTIELLES, 357. Son in 
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gration se ramene a cellc cle la pro- 
posee, 367. 

AQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES dc 

t Liouville s = e*, 726, 1078 et Note III. 

EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES de- 

fmissant les surfaces qui admettent 

un. element line'aire donne, 703-708. 

AQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES DU 

SECOND ORDRE inl6gr6e par Bonnet, 
f 746. 
EQUATION AUXILIAIRE. Sa definition, son 

emploi. Note XI. 

AQUATION DIFFERENTIELLE PARTICULIERE 

ya^y's x, qui se rencontre dans 
diverses theories, 621, 732 et Note VI. 

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 
Determination des equations clu se- 
cond ordre admettant une integrate 
dependant seulcment de deux fonc- 
tions arbitraires dcs variables inde- 
pendantes, et dcs derivees en nombre 
limite, de ces foncliona arbitraires, 
Note IH de M. Cosserat (IV, p. 405 
et suiv.). Extension des methodcs de 
Monge ct d'Ampere. Note X. 

EQUATIONS AUX DERIVEES PAUTIELLES 
HAUMONIQUES, 406. Application du 
theorcme de M. Moutard au cas oil 
Ton emploie une relation particu- 
liere harmoniquc. Liquation d^rivde 
est aussi harmonique, 407. Transfor- 
mation qui perrnet de deriver d'une 
equation harmonique une infinite 
d'autres Equations harmoniques, 410- 

t 412. 

EQUATION DE RiccATi, 16. Sa reduction 
& un systdme line'aire de deux Equa- 
tions, IS. 

EQUATIONS DE RICCATI qui se pr^sentent 
dans 1'^tude du defacement a deux 
variables, 47-54. 

3&QUATION D'EULKR ET DE PoiSSON 



344-356. Formule de Poisson donnant 
I'int^grale g^n^rale de cette Equation, 
354. Sa demonstration rigoureuse, 
361, 362. Generalisation de toutes ces 
propri6le"s pour un systeme d'e"qua- 
tions sirnultanees, 1046. 



EQUATION DIFFERENTIELLE D'EULER. Ad- 
dition des integrates elliptiques, 585. 

EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE 
D'ORDRE IMPAIR EQUIVALENTE A SON 
ADJOINTE, 373. Integrate du second 
degre, 374. Relations eatre les inte- 
grales, 375. 

AQUATIONS DIFFERENTIELLES. M6thodes 

d'approximations succcssives, Note I 
de M. Emile Picard (IV, p. 353 et 

suiv.)- 

EQUATIONS DIFFERENTIELLES ULTRAEL- 
LIPTIQUES, 464. 

EQUATIONS LINEAIRES DU SECOND ORDRE 
A INVARIANTS EGAUx, 387 et suiv. Leur 
forme reduite, 329, 387, Application 
de la methode de Laplace, 387, 388. 
6tude des cas les plus simples, 389. 

EQUATIONS LINEAIRES A INVARIANTS 
ECJAUX. Theoremes de M. Moutard, 
390, 392, 393. Integration dcs equa- 
tions a invariants egaux par 1'appli- 
cation cle ce thdoreme, 394-396. De- 
monstration d'un point admis par 
M. Moutard, 396. 

AQUATION LINEAIRE DU SECOND ORDRE 

comprenant, comnie cas parliculier, 
1'equation de Lame, note du n 271. 
EQUATIONS LINEAIRES DU SECOND ORDRE, 
theoremes cle Sturm, G28, G29. 

AQUATIONS LINEAIllES REDUCTIBLES A LA 

FORME HARMONIQUE, 413. liquation 
particuliere 




Ses reductions diverses a la forme 
harmonique, 415. Forme elegante 
qu'on pcut lui donner, 416. Voir aussi 
f Note IL 

AQUATIONS LINEAIRES 



Si Ton sait integrer une telle equa- 
tion pour touted les valeurs de A, on 
en deduira une suite illimitee d'6qua- 
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tioas pareilles egalemcnt integrates, 
408, 409. 

EQUATIONS LINE AIRES SIMULTANEES aux 
derivees partielles du second ordrc, 
1039 etsuiv. Extension dela me'thode 
de Laplace, 1042-1044. Systemes par- 
ticuliers, 1045-1046. 

EQUATIONS PONCTUELLE ET TANGENTIELLE 
relatives a un me 1 me systeme con- 
jugud. L'integralion de 1'une se ra 
mene a celle de 1'autre, 403-405. 

ETUDE CINEMATIQUE D'UNE SURFACE a 
1'aide du triedre (T), 484 et suiv, Tan- 
gentes aux courbes tracces sur la sur- 
face, element lineaire, 485. Directions 



conjuguees, 48G. Lignes asympto- 
tiques, 487. Lignes de courbure, 488, 
Propriety cine*matique des lignes de 
courbure, 489. Courbnre normale, 
courbure geode"sique, 490. filaments 
du troisieme ordre, 492, 493. Sphere 
osculatrice, 493. 

EXPRESSIONS (m, n). Leur deTmition ? 
397. Leurs propriety, 398, 399. B6ter- 
mination de toutes les expressions 
(m, n) qui satisfont a une Equation 
aux derivees partielles du second 
ordre,400. Generalisation de la the*o- 
rie des expressions ( m, 71), 1045. 
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FAMILIES DE LIME, Definition, 971. Con- 
dition ndcessaire et suffisante pour 
qu'une fatnille de surfaces soit une 
famille de Lamtf, 971-972. Surfaces in- 
finiraent voisines d'une surface donne'e 
qui peuvent fa ire partie avcc elle 
d'une m<ime famille de Lam<5. Note XI. 

FONCTJONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE sur 
une surface, 680, 681. 

FORME HARMONIQUE DE L'ELEMENT u- 
NEAIRE 



413. Formes harmoniques de Pe'le'- 
ment de la sphere, 414. Des surfaces 
du second degre* 121, 504, 1080. 

FORMES QUADRATIQUKS DE D^FEREN- 
TIELLES, 572 el suiv. Transformation 
rcmarq uable due a M. Beltrami^ 575. 
Lignes ge'odesiques d'une forme qua- 
dratique, 576, 577. 

FORMULES DE GAUSS (employe'es dans 
les Disquisitiones), 608-699, Fonnules 
qui s'en ddduisent ettiennent lieu de 
celles de M. Codazzi, 700. Lignes de 



courbure, 701. Relations entrc les 
coordonnees rectangulaires x,y^z, 
les cosinus directeurs de la normale 
c, c', c" et les determinants D, D', D", 
702. 

FORMULE DE LAGUERRE relative aux 
courbes admetiant memo tangente 
en un point d'unc surface, 510. 

FORMULES DTULER ET D'OLINDE RODRI- 

GUES relatives a un defacement ou & 
une transformation de coordonndes, 
27, 963, Voir aussi Note'V. 

FORMULES DE M. CODAZZI, 495 et suiv. 
Premier systeme de formulas, 495. 
Angle de deux courbes, 496. Lignes 
asymptotiques, lignes de courbure, 
456. Coordoante rectangulaires, 499. 
S^stcme de coordonne'es form^ par 
les lignes de courbure, 500. Expres- 
sions geome'triqucs des six rotations. 
507, 508. 

FORMULES DE M. LELIEUVRE, 870, 873, 
874. Generalisation dc ces formules, 
881, 882. 

FORMULES DE M. SERUET (J.-A.) rela- 
tives aux courbes gauches, 4. 
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GENERALISATION DU THEORKME DES PRO- 
JECTIONS, 0-18. 

GEODESIQUES. liquation differentielle, 
514, 515. Propriete fondamentale, 516, 
521. 

GEODESIQUES DES SURFACES DU SECOND 
DEGRE, 44-2, 462, 58G. 

GEODESIQUES de ]a surface pseudosphc- 
rique, 786. Distance g^odesique sur la 
pseudospherc, 7^0. Des surfaces 
courbure constanle en general, 084, 
685. 

GEODESIQUES DES SURFACES DE REVOLU- 
TION, 580, 581. liquation cle Clairaut. 
580. 

GEODKSIQUES (Determination des), 578 
et suiv., 590, 591. Integrates alge- 
hriqucs ct entieres, 592. Integrates 
Hne'aircs, UnSoremc de M. Massieu, 
502. Gas ou il y a, a la fois, une inte- 
grate du premier ct une integrate du 
second clcgre, 590. 

GEODKSIQUES sc coupant sous un angle 
constant, 530. 



GEODESIQUES dans la Geometric Cay- 
leyenne, 839 et Note IX. 

GEODESIQUE (Segment de) compard aux 
segments infiniment voisins, 624-6^6, 
th^oreme de Jacobi, 627. 

GEODESIQUES A INTEGRALES QUADRATI- 
QUES. Note II de M. G. Kcenigs (IV, 
p 368 et suiv.). 

GEODESIQUES, thSoremes cle M. Bonnet 
rclatifs an plus court chcmin, 630, 63 1 . 

GKOMETRIE CAYLEYENNE. Angles et dis- 
tances, 836. Element lineaire de Tes- 
pace, 837. Angle de deux directions, 
838. Ligncs gtiodesiques, 839. Lignes 
de courbure, 840,841. Generalisation 
des surfaces minima, 842-845. Mode 
de transformation qui rattachc la 
Geometric de Cay ley a la Geometric 
euclidienne, 846 ct suiv. Element 
lincairc des surfaces regimes dans la 
Geometric Gayleyennc, Note IX. 

GKOMETRIE dc la sphere ct Geome'trie de 
la droite. Rapprochements, 157, 168. 
Voir aussi TRANSFORMATIONS. 
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Propri<it6 caractdrislique. Le 
rapport de la courbure a la torsion 
est constant, 6. 



HELICOIDES APPLIGABLES sur une surface 
de revolution, 75, 70. 

HELlCOi'DE GAUCHE A PLAN DIRECTEUR, 68. 



INDICIATRICE SPHERIQUE d'une courbe 

gauche, 5. 
ItfpiNiMENT PBTITS relatifs aux courbes 

et aux lignes g^od^siqucs, 663-665. 

INFINIMENT PETITS SE RAPPORTANT A UNE 

OOURBK aAUCHE, Note IV, 2 A 5. 

INT^ORALES D'UNS FORME DETBRMINEE DU 
PROBLKME DES GEOD^SIQUBS. Int^graleS 

ne contenant que p et q, 619-620. In- 
Ugrales relatives k I'&taent lineaire 



621. 



INTEGRALE GENERALS D'UNE 
AUXDERIVEES PARTJBLLBS. Remarques 
sur la definition qu'on peut adopter, 
367. 

INTEGRALES HOMOGENES BT DE DEGRE 
SUPERIEUR du probleme des G^od6- 
siques, 610 etsuiv. Integrates d^com- 
pos^es en facteurs, 611, 612. Inte*- 
grales Iin6aires et fractionnaires, 613, 
614. Integrates a deux facteurs, 615 ? 
616, 617, 618. 

INTEGRALES HOMOGENES QTJADRATIQUES 
du probteme des geodesiques, 593;r 
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594. Formes correspondantes de T 
ment lindaire, forme de Liouville, 
593; de M. Lie, 594- Theoreme gene- 
ral, 595. 

INVARIANTS d'une equation lin^aire aux 
derivees partielles, 327, 330. Formes 
reduilres de cette Equation, 328, 329. 
Relations entre les invariants d'une 
Equation lineaire et de son adjointe, 
365, 366. 

INVARIANTS ou PARAMETRES DIFFEREN- 



TIELS. Leurs applications, 672-678. 
Operations sur ces parametres, 679, 
Leur calcul pour les fonctions les plus 
simples, 679. Expression de la cour- 
bure to tale de la surface au moyen 
du second paramelre differenticl, 682. 

INVERSION dans le sysLeme de coordon- 
nees tangentielles cle M. 0. Bonnet, 
174. 

INVERSION COMPOSES, 903, 904, 907, 962. 



LEGENDRE., Integration cle liquation 
aux derivees partielles des surfaces 
minima, 178. 

LlGNES ASYMPTOTIQUES, 109, 110, 114. 

Lignes asymptotiques de surfaces par- 
ticulieres, 111. Des surfaces tdtrae- 
drales, 112, 113. 

LIGNES ASYMPTOTIQUES. Proprietes rela- 
tives a la deformation, 703, 720-722- 
Deformation lorsqu'on prend comme 
variables les parametres des deux 
families de Hgnesasymptoliques, 722- 
726. Surfaces applicables de telle ma- 
niere queleslignes asymptotiques de 
Tune des deux families ou des deux 
families soient des courbes corres- 
pondantes, 723-724. 

LIGNES ASYMPTOTIQUES des surfaces 
gauches. Theoreme de M. Paul Ser- 
ret, 735. 

LIGNES ASYMPTOTIQUES D'UNE CLASSE DE 
SURFACES comprenant comme cas 
particulier la surface des ondes. Re- 
lations entre les rayons de courbure 
principaux et les normales, Note 
VIII. 

LIGNES DE LONGUEUR NULLB. Gesont des 
gdodesiques, 517. 

LIGNES DE COURBURE. Leur equation 
differentielle, 138, 139. Formules 
d'Olinde Rodrigues, 141, 142. Leur 
equation differentielle en coordonnees 



ponctuelles, 143, 144; en coordonnees 
tangentielles, ISSetsuiv. L'inversion 
ne change pas leslignescle courbure, 
146. Theoreme de Dupin relatif aux 
lignes cle courbure des surfaces fai- 
sant partie d'un systeme triple or- 
thogonal, 147. 

LIGNES DE COURBURE. Reciproque du 
theoreme de Dupin relatif aux lignes 
de courbure dans les systemes ortlio- 
gonaux, 441. 

LIGNES DE COURBURE clcs anticaustiques 
par refraction, 479; des surfaces mi- 
nima, 197; des surfaces gauches, 736; 
de la surface #'"./"/' =G, 140; des 
cyclides, 145, 151. 

LIGNES DE COURBURE se correspondant 
sur les deux nappes de la developpec. 
Theoreme de JRibaucour, 757. 

LIGNES DE GOURBURE DE LA SUIIPACK 
DES ONDES. Leur determination quand 
la surface cliffere pen d'un cylindrc 
ou d'une sphere, Note VIII. 

LIGNE GEODESIQUE (Variation d'un seg- 
ment de), 525, 526, 536. Voir aussi 
GEODESIQUES, 

LIGNE <DE STRIGTION d'u nc s urface ga uchc, 
737, 738. Proprietes nouvelles, 1085- 
1086. 

LONGUEUR REDUITE d'un segment de g6o- 
desique, 633- 
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MERIDIENS ET PARALLELES de Minding, 
203. 

METHODS DE LAPLACE pour la transfor- 
mation dcs Equations line'aires aux 
de>ivees partielles du second ordre, 
330. 

METHODS DE RIEMANN. Emploi de 1'equa- 
tion adjointe, 358, 350. 

MEUSNIEU. Memoirc sur la courbure 
des surfaces, 170. 

MONGE. Integration de liquation aux 
de>i\<5es partielles des surfaces mi- 
nima, 177. 

MOUVEMENTS DANS L'ESPAGE. Families 

de trajecloires pour lesquelles il y a 



un potentiel des vilesses, 553-555. 
Proprie"te de minimum relative a une 
integral e triple, 552. 

MOUVEMENTS PLANS. La solution de 
chaque probleme de Mecanique dans 
le plan permct de determiner une 
infinite" de systemes orthogonaux dont 
fera partie une courbe plane quel- 
conque, 549. 

MOUVEMENTS PLANS. Trajectoires pour 
lesquelles la constante des forces vives 
n'a pas la mmc valeur, 551. Pro- 
priete"s de minimum relatives a des 
inte"grales doubles et triples, 551, 
552. 



OMBILICS. Forme des lignes de cour- 
bure dans le voisinagc d'un ombilic. 
Ombilics dc la surface dcs ondes, 
Note VII. 

O.MBILICS CATOPTRIQUES, 454. 



ONDES LUMINEUSES, 428. Surface des 
ondes. Note VIII. 

OltDRE ET CLASSE DES SURFACES MINIMA 
ALGEBRIQUES, 233 Ct SUIV. 

OVALES DE DESCARTES, 12G. 



PARAMKTRM DE DISTRIBUTION d'une sur- 
face gauche, 731. 

PARAMBTRE DIFPERENTIEL A8 du premier 
ordre, 531, 672. Parametres diffe'ren- 
tiels A(9, <|/), 6(9, <|0, 673. Angle de 
deux courbes au moyen de ccs para- 
mdtres, 672. L'^l^ment lin^aire de la 
surface exprime* sous forme invariante 
au moyen des paramStres diff^rentiels, 
677. 

PARAMETRB DiPpiREis'TiEL DU SECOND 
ORDRE, 674. Application du the"oreme 
de Green, 674. 

PERSPECTIVES des lignes asymptotiques. 
Elles forment un re'seau plan a inva- 
riants ponctuels e"gaux, 875, $76. 

PLUS COURT CHEMIN SUR UNE SURFACE, 

622, 623, 631-632. 

PODAIRE D'UNE SURFACE, ses lignes de 
dourbure, 454. 



POINTS FOCAUX des congruences, 312 et 
suiv. 

POINTS MULTIPLES ET LIONES MULTIPLES 

des surfaces minima, 244. 

POLHODIE, 504, 510. 

PRINCIPE D'HAMILTON dans les mouve- 
ments plans, 546j dans les mouve- 
ments sur une surface, 550. 

PROBLEME DE CAUCHY, 717. 

PROBLEMS DE M. DINI relatif a la re- 
pr^sentation ge'ode'sique,, 601-603, 
608. 

PROBLEMES DU GALCUL DES VARIATIONS 
qui conduisent 4 une m&me Equation 
diff^rentielle du second ordre, 604- 
606. Application aux problemes de 
MM. Beltrami et Dird, 607, 608. 
' PROBLEME GENERAL DE LA DYNAMICUE, 
562 et suiv. Equations de Lagrange 
et ^ Hamilton^ 562. D&finitioft 
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PROBLEMES relatifs a la deformation 
d'unc surface, 718 et suiv. DeTor- 
mer une surface de telle manierc 
qu'une de ses courbes prenne une 
forme donnee, etc., 718-719, 721. 

PROJECTION STEREOGRAPHIQUE de la 
sphere, 798-799. 

PSEUDOSPHERE, 66, 78. 



famille de solutions, 563, 561. Families 
orthogonales pour lesquelles il y a un 
potentiel des vitesses, 565, 566. Ex- 
pression de la force vive due a M. 
Lipschitz, 567,568. Action, 568. Le 
principe de la moindre action dans 
toute sa generalite, 568, 569, 570. 
PROBLKME DE PLATEAU. Methode de 
M. Weiers trass, 281 el suiv. 



RANG des expressions de la forme 



oil X designe une fonction arbitraire 

dear, 335, 341, 342. 
RAYON DE COURBURE D'UNK LIGNE ASYM- 

PTOTIQUE, 513. 
RECHERCHE DES LIGNES GEODESIQUES, 

531, 532, 533. Th6orcmes de Jacobi, 

532, 533, 537. 

REFLEXION ET REFRACTION des ra3 r ons 
Uimineux, 451-453. Axes optiques, 
4o2, 453. Ombilics catoptriques, 451. 
Construction de 1'anticaustique, 450. 
Developpables for rnees .paries rayons 
lumineux et conservees par la re- 
fraction, -451-453. 

RELATIONS ENTRE LES six ELEMENTS 

D'UN TRIANGLE GEODESIQUE, 666 6t 

suiv. Gas des surfaces a courbure 
constante, 666. Les surfaces applica- 
bles sur ]es surfaces de revolution 
sont les seules pour lesquelles il y ait 
une relation entre les six elements, 
666-671. 

RELATIONS ENTRE DEUX SURFACES sur 
lesquelles les developpables d'une 
meme congruence interceptent des 
reseaux conjugue"s, 422-424. 

REPRESENTATION CONFORME de deux sur- 
faces Tune sur 1'autre, 119. Repre- 
sentations sur le plan des surfaces 
du second degre", 121, 122. 

REPRESENTATION CONFORME DES AIRES 
PLANES, 128 et suiv. Representation 
sur la partie supe>ieure du plan d'une 
aire limite'epar des droites, 132; par 



des arcs de cercle, 133-135; par trois 
arcs de cercle, 136. 

REPRESENTATIONS CONFORMES sur le plan 
des surfaces a courbure constante, 
797-800. 

REPRESENTATIONS CONFORMES DES SUR- 
FACES MINIMA, 202 et suiv. Problcme 
de M. Mathet relatif aux represen- 
tations conformes, 214. 

REPRESENTATION GEODESIQUE DE DEUX 
SURFACES L'UNE SUR L'AUTRE, 567, 
600. Probleme de M. Bettrami, 598, 
607. 

REPRESENTATION GEODESIQUE SUR UN 
PLAN, 598, 599, 607. 

REPRESENTATION SPIIERIQUE. Premiere 
solution du problem e qui consiste a 
determiner une surface connaiasantsa 
representation spheriquc. Application 
au system e form<5 d'ellipses ct d'hy- 
perboles spheriqucs homofocales, 162. 
Th^oreme de Ribaucour, 950. 

REPRESENTATION SPIIERIQUE. Solution 
complete du probleme, 974 et suiv. 
Emploi des variables a, p, \, 974. Rap- 
prochement avec le probleme des e"Ie*- 
ments rectangulaires, 975. Transfor- 
mation de M. Lie, 975-976, 978-981. 
De*veloppements analytiques, 982 et 
suiv. 

REPRESENTATION SPII^RIOUE. Rapports 
avec la ihe'orie du roulement et de la 
deformalion, 946-947, 954-956- 

REPRESENTATION SPIIERIQUK des Hgnes 

asymptotiques, 874, 875. 
REPRESENTATION SPH^RIQUE D'UNE LiaifB 

DE OOURBURE PLANE, 509. 

REPRESENTATION SPH^RIQUE d'une sur- 



TABLE ANALYTIQUE DBS MATIERES. 



627 



face minima, 202. The'oreme de Bour 

relatif aux surfaces minima admet- 

tant une representation spherique 

donne'e, 205, 208. 
RESEAUX CONJUGUES formes de ge"odc*- 

siques, surfaces cle M. Voss, 918, 919. 

Surfaces et congruences de M. Gui- 

chanl, 920, 921. 
RESEAUX CONJUUUES pour lesquels les 

invariants sont <5gaux. Propriety 

geometriques, 877-878. 
RESOLUTION DES EQUATIONS LINEAIRES 

LES UNES PAR LES AUTRES, 397 Ct 

suiv. 
RESOLUTION d'une Equation difT^rcn- 

tielle lin&iire avec second membre, 

371. 

ROULEMENT DE DEUX SURFACES Tune 



sur 1'autre, 925 et suiv. Etude ana- 
lytique, 925-931. Tout mouvement 
particulier se r<5duitau roulementde 
deux surfaces re" glees applicabies 
Tune sur 1'autre, 932. Cas ou ces 
surfaces re"glees devienncnt d6velop- 
pables, 933, 934. Systeme conjugue 
comimin, 934. Theoremes de M. Kce- 
nigs relatifs & ce systeme conjugue", 
935. Re*scaux forme's des courbes pour 
lesquelles les courbures normales 
sont egales sur les deux surfaces, 
9GO. Formules relatives an roulement, 
963-965, 967-968. 

ROTATION definie par une substitution 
line*aire. The'oreme de M. F. Klein, 
27. 
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SOLUTIONS SATISFAISANT A CERTAINES 
CONDITIONS d'unc equation lineaire aux 
dc'rivees partielles clu second ordre, 
3Gi. 

SUITE DE I.APLACE, 330-333. Equations 
pour lesquelles la suite se tcrminc 
dans les deux sens, 337-340. Exten- 
sion de la rntHhode, 1042-1044. 

SUITE DE LAPLACE. Gas ou elle se ter- 
mine dans un sens. Deuxieme solu- 
tion, 378-379. Propridtds relatives & 
cette suite, 380, 381. Cas ou elle se 
termine dans les deux sens, 382. Dif- 
ferences formes que prend alors 1'in- 
tegrale g^n^rale, 385, 386. 

SURFACES A COURBURE OONSTANTE. Th(5o- 
reme de Bonnet raitachant les sur- 
faces dont la courbure moyenne est 
constante a celles dont la courbure 
totale est constante, 771. 

SURFACES A COURBURE CONSTANTS 
TIVE, 772. !*roprie"te"s 
773. Transformation de M. fc, 774. 

SURFACES A COURBURE OONSTANTB Ni(|A 
TIVB particulieres, 813. Surfaces 
d'Enneper ^ lignes de courbure sph^- 
riques, 814-821. 

SURFACES A COURBURE MOYENNE CON- 



STANTE. Leurs ligncs de courbure sont 
isothcrmes, 433, 775-77C. 
SURFACES A COURBURE TOTALE CONSTANT*: 
conside're'es comme d6veloppees d'tine 
surface W, 778-782. 

SURFACK ADJOINTE DE BONNET, 210. S6S 

propri6tds, 211, 213-215. Formules de 
M. Schwars relatives & la surface 
adjointe, 212. 

SURFACES A GENERATRICES CIRCULAIRES, 
88, Note IX. 

SURFACES A LIGNES DE COURBURE PLANES, 
983, 995-998. The'ore'me et mode de ge"- 
ne>ation, 998-1000. Lignes de cour- 
bure circulates, alg<Sbriques, 1001; 
toixtes 6gales, 1002. Traduction ana- 
lylique de la construction g6om6- 
trique, 1003-1005, Envcloppes de 
spheres, 1006. Surfaces & lignes de 
courbure planes dans les deux sys- 
temes, 102-105. 

SURFACES A LIONKS DE COURBUHB SPH^RI- 
OUES, 1019 et suiv. Recherche directe, 
Th^oreme de M. JBlutel, 1022-1024. 
Comment on peut les de>iver des sur- 
faces a lignes de courbure planes, 
1025-1027. Relations g<Somario;u;e$ 
entre les lignes de courbure 
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riques, 1028-1030. Surfaces dont Jes 

lignes cle courbure sont planes ou 

spheriqucs dans les deux systemes, 

483, 1032-1038. 
SURFACES APPLICABLES. Reconnattre si 

deux surfaces sont applicables, 683 et 

suiv. 
SURFACES APPLICABLES, les deux points 

correspondants etant a une distance 

invariable, 864. 
SURFACES apPLicABLES sur la surface de 

revolution dont la meridienne est la 

tractrice, 782. 
SURFACES APPLICABLES. Nouvelle mi5- 

thodedeM. PFengwten,1066et suiv. 

Etude du cas ou 1'element lineaire a 

la forme 

ds* = du? -h 2 [ u -+- $' ( v )] civ*, 

1074-1079. 

SURFACES APPLICABLES sur des parabo- 
lo'ides particuliers, 1079. 

SURFACES APPLICABLES sur les develop- 
pe"es des surfaces minima, 751. Sur le 
paraboloTde de revolution, 751. De*- 
termination directe, 767-770. Con- 
struction geome"trique, 770 et Notes 
IV, XI. 

SURFACE DE LTOUVILLE, pour laquelle la 
developpe"e se compose de deux sur- 
faces homofocales du second degre*, 
460-4G3. 

SURFACES DE JOACHIMSTHAL admeltant 
des lignes de courbure planes dont 
les plans passent par une droite, 94. 

SURFACES de meme representation 
spherique que les surfaces minima, 
914. 

SURFACE DE QUATRIEME CLASSE admet- 
tant pour ligne double le cercle de 
rinfinietdont on determine les lignes 
de courbure, 480. 

SURFACES DE REVOLUTION, 73. Theoreme 
de Bour, 74. Applicables les unes sur 
les autres, 76. Sur la sphere, 77. A 
courbure constante negative, 66. Pour 
lesquelles les ge*ode"siques sont tou- 
jours fermees, 582. 

SURFACE DES CENTRES BE COURBURE. 
Propriety's ge'ne'rales, 752 et suiv. 



SURFACE DES ONDES DE FRESNEL. Lignes 
de courbure et lignes asymptotiques. 
Note VIII. 

SURFACES DE TRANSLATION, 81-84, 218. 

SURFACES DEVELOPPABLES, 69. Elles sont 
applicables sur le plan, 70, 71. Re"ci- 
proque de*montre"e par 0. Bonnet, 72. 

SURFACES dont les lignes de courbure 
sont des cercles ge"odesiques, 638. 

SURFACES DONT LES NORMALES RENCON- 
TRENT UNE COURBE, 443. 

SURFACES dont les plans principaux sont 
conjugue"s par rapport a une surface 
du second degre, 456, 457, 458, 467, 
468. 

SURFACES DU SECOND DEGRE. Reprtteen- 
tations conforrnes sur le plan, 121, 
122. Lignes de courbure, 1080. Voir 
au mot GEODESIQUES. 

SURFACES ENGENDREES PAR DES GERCLES. 
Propriety nouvelle de ces surfaces, 
Note IX. 

SURFACES ENGENDREES par une courbe 
invariable, 79. 

SURFACE FOCALE d'une congruence, 314, 
315. 

SURFACES GAUCHES applicables Tune sur 
1'autre, de telle maniere que les gdnd- 
ratrices correspondantes soientparal- 
leles, 730. 

SURFACES GAUCHES APPLICABLKS SUR DES 
SURFACES GAUCIIES sans que les gene*- 
ratrices rectilignes coincident, 694- 
696, 724. 

SURFACES I-IELICOIDES qui sont des sur- 
faces minima, 200. 

SURFACES HOMOFOCALES DU SECOND DE- 
GRE, 459. Polygones inscrits et cir- 
conscrits & deux surfaces du second 
degre, 465, 466, Rayons lumineux se 
re"flechissant sur diverses surfaces 
homofocales, 465. 

SURFACES ISOTHERMIQUES ou & lignes de 
courbure isothermes, 429 et suiv. Sur- 
faces isothermiques deriv<es d'une 
surface isothermique doan6e, 434, 
liquation aux de>ive*es partielles des 
surfaces isothermiques, 435, 436. 
Emploi des coordonne"es pentasph^- 
riques, 437. 
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SURFACES ISOTIIERMIQUES a lignes de 
courbure planes, Developpement com- 
plet de la solution, 1008 et suiv. 

SURFACES (M), telles que deux families 
de lignes conjuguees admeltent pour 
tangentes des droites qui soient en 
m6me temps tangewtes a une surface 
du second degre". Leur determination 
se ramune a 1'integration de liquation 
aux dorivdes partiellcs, qui se ren- 
contre dans la theorie des surfaces & 
courbure constante, 830-834, 835, 844, 
845, 851. 

SURFACES MINIMA, formules de Monge 
et leur interpretation par M. Lie, 218. 
Gourbes minima, 219, 220. 

SURFACES MINIMA. Formulas de M. Sch- 
warz faisant connaitre la surface mi- 
nima passant par une courbc et ad- 
mettant, en chaquc point de cctte 
courbc, un plan tangent donne, 245- 
248. 

SURFACES MINIMA. Propriety de minimum 
relative a une iute'grale triple, 552. 

SURFACES MINIMA ALOE WUQUES inscrites 
dans une cieveloppable algebriquc, 
252-254. Solution gdom<Strique du 
meme problerne, 255. Theoreme de 
M. Henneberg relatif aux cylindres 
circonscrits une surface minima 
algebrique, 253. 

SURFACES MINIMA ALGrEBRIQUES inscrites 

dans un cylindre, 253; dans un c6ne, 
257. 

SUEFACBS MINIMA A LIONES DE COURBURE 
FLAKES'. Surface de Bonnet, 206. Sur- 
face d'JPnneper, 307. 

SURFACES MINIMA applicables sur une 
surface minima donne*e, 216- 

SURFACES MINIMA applieables sur des 
surfaces de revolution, 217. 

SURFACES MINIMA assujetties 'a des con- 
ditions aux limites. Probleme de 
Gergorme, 302. Surface passa.nt par 
deux polygoaes sifctuSs dams des plans 
para tidies, 303; ,p;aip trots droit^s si*- 
tu^es d'trne mfijaiere cfuelconque iians 
respace, 308, 309. 

SURFACES MINIMA DOUBLES, ^24-230. 

SURFACE MINIMA de M. Henheberg, 

: 2^6, 232, 237. 

D. IV, 



SURFACES MINIMA EN COORDONNEES PONC- 
TUELLES, 184 et suiv. Formation de 
Tequation aux derivdes partielles, 
185. Son integration, 186. Formules 
de Monge et de Legendre, 187. For- 
mules de Weierstrass et d'Enneper, 
188. 

SURFACES MINIMA EN COORDONNEES TAN- 
GENTIELLES, 193 et suiv. Integration 
de liquation aux derivdes partielles 
des surfaces minima, 194. Equation 
en termes finis donn^e par M. Weier- 
strass, 195. Modification de liquation 
tangentielle, quand on deplete la 
surface, 198, 199. 

SURFACE MINIMA en gen dree par une 
droite. Theorcme de Catalan, 11, 
249. 

SURFACES MINIMA (Famille de) corres- 
pondante a une meme equation dif- 
fcrentielle du second ordre, 283. Li- 
gnes asymptotiques heiicordales, 293. 
Surfaces minima correspondantes a 
la s<5ric hypergeom<5trique, 296. 

SURFACES MINIMA. Generation dQJRiban- 
cour qui lesrattache aux congruences 
isotropes, 260. 

SURFACES MINIMA. Historique, 175 ei 
suiv. 

SURFACES MINIMA passant par une droite 
249; admettant une ligne de courbure 
ou une ligne g<od6siquc plane, 251. 

SURFACES MINIMA. PROBLEMS DE PLA- 
TEAU. Determination de la surface 
minima continue passant par un con- 
tour ferme, 261 et suiv. Indications 
historiques, 261-265. Surface minima 
limitee par deux droites, 267; par 
deux droites qui se coupent e,t par 
un plan, 268; par trois droites, dont 
Tune rencontre les deux autres, 269; 
pa;r les c6t<$s d'un quadrilatere gauche, 
270-272; par une chatne composee de 
drqites et de plans, 273 et suiy. 

SUHFACES MINIMA relies, 1Q1, 222 et 
suiv.; alge"briqaes, 190, 221,233 etsuiv. 

SURFACES MOULURES, 5-87. Sur fa ces- 
moulures applicables les unes sur les 
aiares, 87. 

SURFACE MOYBKNE d'une 
863- CongrueDce$ dioat les 
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pables intercepted sur la surface 
moyenne, un reseau conjugue, 892, 
912. Congruences clont la surface 
moyenne est un plan, 910, 911. 

SURFACE N'AYANT QU'UN COTE, 231, 232. 

SURFACE POLAIRE d'une courbe gauche, 
12. 

SURFACES pour lesquelles les lignes de 
courbure de Tune des families sont 
dans des plans paralleles, 715. 

SURFACE PSEUDOSPHERIQUE. Sa represen- 
tation sur le plan, 782-784. Transfor- 
mations qui conservent Felement li- 
ne-aire, 784-785, 791-793. Images des 
geodesiques de la surface, 786. 

SURFACE qui se deforme en entrainant 
des droites ou des spheres, 758. Theo- 
remes de M. Beltrami, 758, 759. Sur- 
face qui se deforme en entrafaant des 
courbes situe'es dans ses plans tan- 
gents, 760. Gas particulier ou ces 
courbes sont des eercles, 761. 

SURFACES REGLEES, 67-72. Surfaces re*- 
gtees applicables sur des surfaces de 
revolution, 691-693. Surfaces regimes 
pour lesquelles les rayons de cour- 
bure principaux sont fonctions 1'un 
de 1'autre, 740. 

SURFACES SPIRALES de MM. Lie et Mau- 
rice Levy, 89-90, 621. Surfaces spi- 
rales qui sont des surfaces minima, 
201. 

SURFACES SUR LESQUELLES LES DEVELOP- 
PABLES D'UNE CONGRUENCE RECTILIGNE 
INTERGEPTENT UN RESEAU CONJUGrUE, 

418. 

SURFACES W. Ce sont celles pour les- 
quelles les rayons de courbure prin- 
cipaux sont fonctions Tun de 1'autre, 
742. Premier th<oreme de M. Wein- 
garten, 742. Second tlie"oreme du 
m6me auteur, 747-749. Demonstration 
intuitive, 750. Gas particuliers, 751, 

SURFACES W. Theoreme d"ffalphen re- 
liant les deux nappes de la de"ve- 
loppee, 763. Autre propriete des sur- 
faces W etablie recemment par 
M. Weingarten, 764. Troisieme pro- 
priete caracteristique due a Ribau- 
cour, 765. Correspondance entre des 
lignes de ces surfaces et des lignes 



tracees sur leurs de'veloppe'es, 766. 

SYSTEMES CONJUGUES. The*orerne fon- 
damental, 84, 98, 99. Systerne con- 
jugu< d^termin^ sur toute surface : 
the*oreme de M. G. Kcenigs, 91; pro- 
prietes relatives a une transforma- 
tion homographique ou correlative, 
95-97. Les deux sysLemes conjugue*s 
qui correspondent a une enveloppe 
de spheres sur la surface decrite 
par les centres de ces spheres, 475. 
Systemes conjugutSs formes par deux 
families de courbes planes, 100-101. 

SYSTEMES CYCLIQUES DE RIBAUCOUR. 477, 
478,481,482. Systemes cycliques rat- 
taches a la deformation des surfaces, 
761-762; qui sc rencontrent dans 
1'etude des surfaces a courbure con- 
stante, 806-807. Proprietes geome- 
triques, 936-940, 945, 948, 951-953, 
961-962, 969-970. 

SYSTEMES DE COORDONNEES CURVILIQNES 
A LIGNES CONJUGUEES, 1017-1052. 

SYSTKMES DE COORDONNEES form6s avec 
une famillc de ge"od6siques, 518, 519, 
520. Lignes geodesiques normales & 
une courbe, 522; passant par un point, 
519, 520, 523. 

SYSTEMES D' EQUATIONS DU PREMIER 
ORDRE 



Us conduisent a une equation a inva- 

riants e*gaux, 391. 
SYSTEMES D'KQUATIONS LINEAIRES DU 

PREMIER ORDRE possedant une inte- 

grate du second degre, 13, 40-43. 
SYSTEME ISOTHERME FORHIE D'ELLIPSES 

ET D'IIYPERBOLES GEODESIQUES. Theo- 

reme de M. Dini, 587. 
SYSTEMES ORTHOGONAUX admettant une 

famille de lignes de courbure places, 

762, 971-973. 
SYSTEMES ORTHOGONAUX ET ISOTHERMCBS, 

traces sur une surface quelcon<|ue > 

115-127. Syst^mes isotherrnes plans, 

124. Systemes particuliers, 

Systeme plan isotherme 

une famille de circles, 127. 
SYSTEMES ORTHOGOKAUX formes a,Tec uae 
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famille dc trajectoires dans un mou- 
vement plan, 541-543, 548. 

SYSTKMES TRIPLES ORTHOGONAUX. Pro- 
prietes generates, 147-149. Systcmes 
orthogonaux en coordonnees penta- 
spheriques, 154. 

SYSTEMES TRIPLES OR'THOGONAUX admet- 
tant in6me representation spherique 
qu'un systeme donne, 1053. Theoreme 
de Combescure, 1054. Application, 
1056. Systemes en nombre illimite' 
derives d'un systeme donne, 1057- 
1058. 



SYSTEMES TRIPLES ORTHOGONAUX ET iso- 
THERMES. Demonstration de M. Bon- 
net, 513. 

SYSTEMES TRIPLES ORTEOGONAUX pour 
lesquels toutes les lignes de courbure 
sont planes, 1056, 1059; pour lesquels 
une seule famille de lignes de cour- 
bure est compose*e de courbes planes, 
1060 ;ou spheriques, 1061-1065. 

SYSTKMES TRIPLES ORTHOGONAUX SE RAT- 
TAGHANT AUX FONGTIONS HYPERELLIP- 

TIQUES, 469. 



TABLEAUX DE FORMULES relatifs aux di- 
vers systemes de coordonnees curvi- 
hgnes, 504; & la developpee d'une 
surface et ses deux nappes, 754. 

TABLEAUX relatifs a la deformation in- 
finiment petite et aux douze surfaces, 
897, 905. 

TANGENTES CONJUGUEES. Generalisation 
du theoreme dc Dupin, 851. 

THEOREME DE GAUSS relatif aux triangles 
geodesiqucsinfinimcnt petits, 060,001. 

THEORKME DE GREEN sur une surface, 
639. Equation ou figurent la cour- 
bure totale de la surface et la cour- 

. bure ge"odesique, 640-646. 

THEOREME DE JOACHIMSTIIAL relatif aux 
lignes de courbure communes & deux 
surfaces, 509. 

THEOREME DE M. TISSOT relatif a la 
correspondance entre deux surfaces, 
600. 

TORSION D'UNE LIGNE ASYMPTOTIQUK, 512 
et Note IV. 

TORSION. Courbes a torsion constante, 
S6> 39. Sigoe de la torsion, Note IV. 
Recherches re*centes sur les courbes 
a torsion constante, mfcme tfote. 

To*RSION G;EOD^$IftUB, 507 ? 509. 

TRAGIE aBOGRAPttKjufe de deux 
1'une 1 sur 1'autre, 119-125 
reladf au trac^ pour lequel les me>i- 
dieris et les paralUles d?u&e surface , 
de revolution sont repr6sent6s par 
des arcs de cercle, 127. 



TRACES GEOGRAPHIQUES d'une surface 
minima, 204, 209. 

TRACES GEOGRAPHIQUES d'une surface 
qui se presentent dans la theorie des 
mouvements plans. On peut toujours 
faire corresponds aux trajectoires 
pour lesquelles la constante des forces 
vives a une valeur determinee les 
lignes geoddsiques d'une certaine 
surface, 547, 548. 

TRAJEGTOIRES ORTHOGONALKS d'une fa- 
mille de cercles dans le plan, 93. 

THAJEGTOIRES ORTHOGONALES d'une fa- 
mille de geodesiques, 523. 

THAJEGTOIRES ORTHOGONALES d'une fa- 
mille de surfaces, 438. 

TRANSFORMATIONS DE CONTACT conser- 
vant les lignes de courbure. Transfor- 
mation par directions reciproques de 
Laguerre, 170. Transformation de O. 
onnet, 171. Enveloppe des spheres 
coupant une sphere fixe sous un 
angle constant, 172. 

TRANSFORMATION APSIDALE, Notes VII et 
VIII. 

TRANSFORMATIONS DE CONTACT. Ge"ne>a- 

lite"s sur certaines transformations, 
976-977. 

TRANSFORMATION DE M. LIE qui fait cor- 
respOEuJre line sphere ^ une droite, 
1&7, 1,68, &78 et suiv. 

'fulNSFO^MATION DES EQUATIONS &H 
NOB AIMS AtJX DERIVES PARTIKJ*!^^ 

Recherche de la fonction la plus g6- 
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ne*rale satisfaisant a une Equation du 
second ordre et definie par la qua- 
drature I (P dx -+ Q dy)j oil P et Q 

dependent lindaireinent de I'inte'grale 
ge"ne"rale d'une Equation donnee du 
second ordre et de ses derive"es, 402. 
Application au cas ou P et Q con- 
tiennent seulement les derive*es du 
premier ordre, 402. 

TRANSFORMATIONS DBS SURFACES A COUR- 
BURE CONSTANTS, 802 et suiv. Me"thode 
de M. Bianchi, 803, 804. Propositions 
antrieures de Ribaucour, 804. Tra- 
duction analytique, 805-808. Trans- 
formation de M. Backlund; 809-811. 



Developpemp.nt sur les applications 
rep6tecs* de la transformation de 
M. Bianchi, 822-829. 

TRANSFORMATIONS GENERALES des Equa- 
tions aux de*rivdes partielles consi- 
de're'es par M. Backlund, 811. Appli- 
cation au cas particulier ou deux 
surfaces doivent se correspondre de 
telle maniere que la figure forme* e 
par les deux points correspondants et 
les deux plans tangents en ces points 
soit invariable de forme, 812. 

TRIANGLES GEODESIQUES. The'oreme de 
Gauss, 641. Extension de cc tlieo- 
reme, 647. 



VITESSE. Son expression dans les deplacements a un parametre variable, 3. 
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TABLE DES NOMS D'AUTEURS 

PAR ORDRE ALPHABfeTlQUE (*). 



ABEL, 464, 468, 469, II lu . 

ADAM (P.), 1018. 

AMPERE, 180, 3G 7 , VIII,, X,, X J? X r> . 



ANDOYER, 55o. 

APPELL (P.), 349, 354, 36i, 367, 1046, 
1075. 



B^ECKLUND (A.-V.), 8ll, 8l2, 827, 828, 
880. 

BARONI (E.), 107$, 1081, XI n . 

BBLTRAMT, 180, i83, 209, Six, 53 r, 571, 
572, 575, 576, 577, 597-600, 6o3, 604, 
607, 687, 672, 674, 676, 677, G 7 9, 680, 
682, 728, 7 3o, 782, 7 33, 7 35, 7,^,0, 7 5o, 
768, 759, 795, 799, 800, 8ot, 855, 

BERTRAND (J.), 6, 8, n, 38, 4o, i4a, 
343, 3 7 3, 3 77 , 44 1, 499. 5o5, 5 9 2, 627, 
63 7 ,64r,643, 690, 7 3g. 

BIANCHI (L.), 778, 781, 782, 800, 8o3- 
8o5 ? 809, 8u 7 822, 825-828, 855, 880, 
889, 972, I 4 . 

BrocHE, 789. 

Bjb'RLiNa, 182, 229, 245. 

BLUTEL, 1021, xoa^. 

BOIS-REYMOND (DU), 358. 



BOLYAI, 795. 

BONNET (O.)i 8, Go, 72, iG3, 171, 181, 
202, ao6, aofi, 210, 2i5, aiG, 245, a5r, 
j6-j, 266, 3o5, 433, 49? 49 2 ? ^99? 5o5, 
507, SOQ, 5io-5x3, 6ro, Gi3, 619, G'.>.4 
627, 63o, 63 r, 633, G38, 6^0, 642, 6^3, 
CJ7, 648, 655, 682, 690, 697, 698, 708, 
7 a3, 724, 728, 735, 737, 7^6, 771, 775, 
776? 972, ioo8j ,4009, 1086, IV S . 

BORDA, 175. 

BOUQUET, 140, VII,, VH n . 

BOUR, 74, 87, 90, 2o5, 208, 433, 434, 

592, 5g3, 610, 619, 698, 704, 708, 728, 

735, X 4 , X.. 

BRIQSCHI, 97, 102, VIII 16 . 
BRIOT et BOUQUET, VH n , VII,, 
BRISSE (CH.)j 409- 



C 



T, 864? W 2 - 

CATALAN, t8o, r8i> 249, aSx, 655. 



CAUOHY, 3o, 
45o ? 629, 7 



o, 245, 248, $5r, 367, 
7> 1**, 85B, I,, X 1? X ft . 



(i) Los chiffres arabes do^noxttle? num<5ros died articles. Les Tomes I, II, III et IT finis- 
sent respectivement aux articles 3io, 677, 85i et 1089. 

Los chiflfres rotrxains se rapportent aw& Notes. P* esoiApla, la notation II indique tor? 
ticlo 8 de la Note II. 
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CAYLEY, 184, 140, 43?, 4^, 836, 83 9 , 
84o, 84i, 84a, 846, VII,, VII 8 . 

CHASLES, 126, 178, 249, 4 5 9> 4 6o > 4 65 > 
689, 780, 909, VIII 9 . 

CHRISTOFFEL, 182, 4 2 9> 4 3 4> 633, 660, 
666, 667. 

CLAIRAUT, 58o, 583, 607. 



CODAZZI, 



o, 5oi, 607, 5o8, 



608, 700-702, 741, 749> 9 2 7> 9 3 o, 1009, 
1014. 

COMBESCURE, 4<>, 437; 



GOSSERAT (E.), 855, 889, 892, III, IV,. 



DELASSUS, I . 

DEMARTRES, 88, IX 4 . 

DEMOULIN, 889. 

DESCARTES, 126, 45o, 102, i56, 45o, 56i. 

DOBRINER, 819, 821, 



DINT, 180, 687, 5g4, 597, 600-604, 608, 
609, 74, 77 3 , 8 74- 

DlRICHLET, 128, 296, 55l. 



DUPIN (Ch'.),83, io3, 
i, 45/f, 455, 48i, 



i, S5r, 1047. 



E 



ENNEPER, j88, 2o5, 207, Q34, 286, 261, 
Sra, 720, 8i4, 819, 878, iboi, 1008, 
1018, IV . 

EUCLIDE, 79^, 795. 



EULER (L.), I, 22, 27, 44; * r2 j ^3, 
I 7 5, 176, 344,3^6, 36r, 3 2, 4x4, 
4i6 ; 5o5,585, 6o5, 968, II U , 

vnt,, vin 8 , vnr la , vnr ls . 



F 



FABRY, IV 7 , 
FOUCHE, IV.. 



FRENET, IV 3 , IV fl . 
FRESNEL, VII 8 , VIII,. 



GAUSS, 3o, 62, 63, 119, 186, i4a, 2i3, 
271, 3o 7 , 408, 463, 497, 498-499. 5o3, 
5i4, 022-525, 535, 55o, 575, 077, 617, 
64t-643, 647, &i 8 > 660-666, 672, 682, 
687, 698, 700-703, 704, 798, 795, 842, 
878, 1009. 

GEISER, 57, 289, 244- 

GERGONNE, 265, 802, 45o. 



GOURNERIE (DE LA), 112, 5io. 
GOURSAT, i36, 36i, io6G, 1072, 1075 ,1081, 

XI n . 

GIRARD (Albert), 641. 
GRAVES, 58g. 

GREEN, 689, 6^0, 644, 648, 674. 
GUIGHARD, 855, 880, 888, 910, 919, 920. 



HALPHEN, 284, 368, 58r, 768. 
HAMILTON, 448,. 587, 544, 546, 558, 562, 

566, 570, 5go. 
HATTENDORF, 262. 
HENNEBERG, 226, 282, 287, 288, 25r, 253, 

254. 



HERMITE, 21, 271, 4*4, 63g, 1008, ibrr, 

10x6, IV,, IV,, IV a . 
HESSE (0.), 368, $78, 877. 
HOUEL (J.), 795, 
HUYGENS, 4^8. 



TABLE DBS NOMS DAXJTEURS. 



535 



JACOBI, 12 r, 373, 377, 4i3, 4^9, 462, 
464, 533, 53 7) 53 9 , 544, 556, 55 7 , 55cj, 
56a, 564, 565, 568, 575, 583, 5go, 591, 
6o5, 632, 627, X B . 



JOACHIMSTHAL, 9^, 

1019. 
JORDAN (C.), 63a. 



g, 8l4, 820, I000 t 



KLEIN (F.), 3x, aCa, 377, 680, 783, 791, 

836, V,, VIII ft . 
KCENIGS (G.), 91, 92, 95, no, 317, Sga, 



875-878, 892, 9 35, 1006, II, IV , IV,. 
KOWALEWSKY (S. V), 2^5. 
KRONECKER, 662. 
KUMMER, 1 36, 408, Vm u . 



LACROIX, 1-78, 179, 187. 

LAGRANGE, 119, 127, 175-178, 180, 212, 

261, 264, 3io, 357, 300, 368, 370, 371, 

54i, 552, 557, 566, 571, 5 7 a, 585, 697, 

VII U , X fl . 
LAGUERRE, 170, aSi, 4 '^5, 480? 49^? 499? 

5io, 5n, 6ao, 739, 708, 970, 1001. 
LAMBERT, 119. 
LAMK, ira, 122, 149, 27^ 4 z 4j 4 J ^ 5x3, 

55i, 67^,698, 918, 971,972? IOI1 > I0l8 

io54. vm lo , xi,. 

LANGRET, 509. 

LAFtAGE, 177, 178, 182, xg4 335, 33o, 

332, 333, 334, 33 7 , 340, 343, 344, 35i, 
354, 365-367, 378, 879, 38o-384, 387, 
388,, 898,396, 3g 7 , 3 9 8, 4oo-4o3, 4o,>, 
4x7,^18,987, joss x, 1042, III,, Ill fl . 

LEOORNU, 855. 

LEGENDRE, 177, 178, 180, 182, 187, 194, 
2x9, 6t5, 6x7, 660, 1070. 

LELIEUVRE (M.), 7^6, 870, 879, 88x, 916, 



LEVISTAL, 4 2 8, 45o. 

LEVY (L.), 4; 4 l8 - 

LEVY (M.), 89, 90, 3ox, 610, 619, IV,. 

LIE (S.), 83, 84, us, 107, 168, 17-2, iS 1 ?, 
1 86, 208, 217-221, 22 r |, a33, a35, 238, 
23g, 242, 244, 247, 25i, ?.5a, 257, 239, 
260, 35o, 4 J 7? 4^3, 5(j4, 695, 600, 609, 
621, 714, 764, 774, 775, 8o3, 808, Six, 
8i3, 822, 827, 828, 880, 974, 976, 979, 

9 8o, 1006, ii,, n e , II H , vm a . 

LINDELUF, I,. 

LIOUVILLE (J.), 6, 4x3, 459, /jOo, 464, 
467, 490, 5x4, 53o, 569, 583, 587-589, 
590, 5 9 3, 5 9 5, Oo2, 6o3, 609, 6Ja, 053, 
655, 690, 694, 726, 1078, 1080, II,, II a , 

n 3 , n if m l9 in,. 

LIOUVILLE (U.)> 366, VI e . 
LIPSCHITX, 5x8, 567, 568, 577, I,. 

LOBATSCHEFSKY, 796. 

LYON, IV 7 . 



M 



MAXUS, 44 1 ? 448, 45o, 55g, 769. 

MANGOLPT (von), 66. , 

MANNHEIM, xo, 5,7, x5g, 176, 7$5 r 766, 

'VII,. l 

MASSIBU, 592, 5^3. 

MATHET, 214. 



MAYER, 4o. 

M^RAY, II,,. 

MERdATOR, Xig, 120, 127, 

MEUSNEER, 176, 180, 490? 5xr. 

, ao3, 653, 666, 690, 728. 

O, I,. 
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MiJBIUS, 23l. 

MONGE, io ? 36, 72, 85, 176, 177-181, 
i83, 187, 2o3, 210, 218, 219, 5i4> 709, 
718, io3r, io38, 1078, 1089, IV, , 1V 8 , 
X t , X 9 , X,, X 4 . 



MOUTARD, 172, 3^3, 3gO, SgiySgS, 396, 

4o 7 , 409-4^, 433, 437, 854, 855, 869, 
886, 9 o5, 9 85, 986, 992, III,, III 6 . 



N 



NEOVIUS, 268. 



NlEWENGLOIVSKI, 26''. 



PICARD (E.), 4i5, 1006, I, VII,, VJI lg , 

IX. 

PLATEAU, 261, 264, 272, 3io. 
PitJc-KER, 139 3u, 4^8. 

POINCARE (H.), 783,785, VII,, VII I9 . 



POINSOT, 82, 33, 5o4- 

POISSON, 177, 180, 189, 354, 355, 356, 

36i, 362, 363, 367, 468. 
PUISEUX, 6. 



QUETELET, 



Q 



H 



RAFFY, 596, VI r 

RIBAUCOUR, 58, 172, 173, 260, 446, 455, 
456, 467, 4 7 3, 474, 477> 478, 482, 499, 
5io, 638, 755-768, 760, 762, 7 65, 804, 
854, 855, 86r-864, 891, 898, 934, 9',o, 
946, 960,954, 971, 972, 998, -1060, 1075, 
IX 4 , XI 4 . 

RlCGATI, 16-20, 23, 26, 34, 54, 98, 32T, 

346, 685, 735, 742, 808, 8i6 ; 824, 827, 
ioo4, 1012, ioi4j VI 3 , IX f . 

RlGHELOT, 6o3. 



RIEMANN, 3o, 128, i3o, :32, 1 36, 204, 
2o5, 209, 261-265, 269, 271, 278, 280, 
288, 291, 294, 299, 3oi, 3o3, 307, 356, 
358, 36o, 362, 363, 364, 393, 417, 468, 
55r, 552. 

ROBERTS (M.) ? 197- 

RODRIGUES (0.), 27, i4i, 142, 184, 4^6, 
433, 436, 70!, 742, 7 4 7 , 84i, 948, 1069,' 
1071, 1075, V,, VIII 19 . 

ROGER, 55o. 

ROUQUET (V.), g3, 998, 1000, 1006, 1027. 



S 



SALMON, 234, 818. 

SCHERK, l8o, 200. 
S-CHILLING, 232. 
SCHONEMANN, 57. 

SCHWARZ (H.-A.), i28-i32, i34, i35, 

l83, 210-212, 217, 245, 246, 247, 249, 
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LIVRE VIII. 

DEFORMATION INPINIMENT PETITE ET REPRESENTATION SPHERIQUE- 



CHAPITRE I. 

Pages. 

Deformation infiniment petite. Premiere solution i 

Knonce precis du probleme & r^soudrc. Comment on pourrait entre- 
prendre son etude par la methode des series. Le probleme dc la 
deformation infmiment petite consiste dans la determination des pre- 
miers tcrmes de ces series. Ge que Ton appelle la directrice et le 
module de la deformation infiniment petite. Couples de surfaces 
applicahles 1'une sur 1'aulre. Rapports de la question propose*e avec 
le probleme dit des elements rectangulctires. Indication des tra- 
vaux publics sur ces questions. Premiere solution du probleme : 
on est ramene" a ^integration d'une Equation lineaire du second ordre 
Interpretation ge"ome"trique. Application au paraboloi'de. Rai 
sonnement a priori montrant que la solution du prob!6me peut 6tre 
obtenue pour toute surface du second degre*. De*veloppement dc la 
solution pour le cas de la sphere. Demonstration geornetrique : la 
surface (S, ) qui correspond a une sphere par orthogonality des ele- 
ments est la surface moyemie d'une congruence iso trope. Equa- 
tions qui determinent ceite surface moyenne. Retour au cas gene- 
ral; les caracteristiques de Pequation lineaire dont depend la solution 
sont les lignes asymptotiques de la surface proposee. 

CHAPITRE II. 

Deformation infiniment petite. Deu&ieme solution : les formules de M. Le- 

lieuvre i 19 

Introduction directedes Hgnes asymptotiques. -* Reduction du probl^me 
a 1'integration. d'une equation aux derivees partielles 4 invariants 
egaux; ce qui montre qu'on pourra abtenir une suite illimitee de 
surfaces donton connattra les lignes asymptotiques et pour lesquelles 
on saura rdsoudre le probleme de la deformation infiniment petite, 
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Formulas de M. Lelieuvre. Leur demonstration directe. Comment 
on peut en deduire, par une methode rapide, la solution du probleme 
de la deformation infiniment petite. Applications de ces formules. 
Proprie'tS de la representation sphe*rique des lignes asymptotiques 
qui montre que cette representation sphe"rique ne saurait etre choisie 
arbitrairement. Theoreme de M. Kcenigs : les perspectives dcs lignes 
asymptotiques sur un plan quelconque determinent un r6seau plan 
( necessairement conjugue comme tous les reseaux plans) a invariants 
ponctuels egaux. Interpretation ge*ometrique de regalite des inva- 
riants pour liquation Iin6aire ponctuelle ou tangentielle relative a 
un reseau conjugue trace sur une surface quelconque. Element li- 
neaire d'une surface rapporte"e a ses lignes asymptotiques. De"mon- 
stration nouvelle du theoreme d'Enneperrelatif a la torsion des lignes 
asymptotiques. Application aux surfaces a courbure constante. 
Quand on sait resoudre le probleme de la deformation infiniment 
petite pour une telle surface, on sait le faire aussi pour toutes celles 
qui en derivent par la transformation de M. Bianchi. Formules ana- 
logues a celles de M. Lelicuvre quand les variables ont etc choisies 
d'une maniere quelconque. La solution generale du probleme de la 
deformation infiniment petile ecrite avec des variables quelconques. 



GHAPITRE III. 

Les douse surfaces. JDeveloppements geometriques se rattachant aux pre- 
cedentes solutions 

Etant donnees deux surfaces (S) et(S 4 ) qui se correspondent avec or- 
thogonalit6 des elements lineaires, au re"seau des lignes asymptotiques 
de chacune de ces surfaces correspond, sur Tautre, un rdseau con- 
jugue a invariants ponctuels egaux. On de*duit du premier couple 
deux nouvelles surfaces (S) et(A) qui se coi-respondent, elles aussi, 
avec orthogonality des Elements lineaires. Definition de (S) : c'est 
1'enveloppe des plans menes par tous les points de (S) perpendicu- 
lairement aux directrices de la deformation. On sait resoudre lo 
probleme de la deformation infinimenL petite pour (S) lorsqu'on sait 
resoudre ce probleme pour (S). Les lignes asymptotiques sc cor- 
respondent sur (S) et sur (S). Reciproque : theoreme de M, Gui- 
chard. Relation geometrique entre les deux nappes de la surface 
focale d'une congruence rectilignre, dans le cas ou les lignes asympto- 
tiques se correspondent sur ces deux nappes. Proprietes qui rat- 
tachent la surface (A) a la surface ( S 4 ) : les plans tangents aux points 
correspondants sont paralleles et le systdme conjugue commun a ses 
invariants ponctuels egaux, sur les deux surfaces. Reciproque : the"o- 
remes de MM. Koenigs et Gosserat. Les trois reseaux I, II, III formes 
par les lignes asymptotiques de (S), de (S,) et de (A) sont harmo- 
niques deux a deux. Introduction de huit nouvelles surfaces qui, 
jointes aux quatre premieres, ferment un ensemble de douze sur- 
faces que Ton peut grouper deux a deux de telle maniere g-u'elles se 
correspondent avec orthogonalite des elements lineaires, ou bien par 
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plans tangents paralleles, ou bien par polaires re*ciproques relative- 
ment a une sphere concentrique a 1'origine, ou enfm comme focales 
d'une me"me congruence rectiligne sur lesquelles les Jignes asympto- 
tiques se correspondent. Sur chacune de ces douze surfaces, les trois 
reseaux I, IT, IIC dej'a signals sont, 1'un forme des lignes asympto- 
tiques, rautreconjugue" a invariants ponctuels e*gaux, le dernier enfin 
conjugue" & invariants tangentiels e"gaux. Quand deux surfaces se 
correspondent avcc orthogonalite des elements lineaires, le systeme 
conjugue' commun a ses invariants tangentiels e"gaux. Lorsque, 
sur une surface, un rdscau conjugue" a ses invariants ponctuels (ou 
tangentiels) e*gaux, le re*seau conjugue" qui lui est harmonique a ses 
invariants tangentiels (ou ponctuels) egaux. 



CHAPITRE IV. 

Transformations diverses. Inversio?i compose'e ........................... 

Les six couples de surfaces qui se correspondent avcc orthogonalite des 
e'le'ments lineaires. The"orcme et construction de Ribaucour. 
Quand on sait re*soudre le problemc de la deformation infiniment 
petile pour une surface donnce, on sait rtSsoudre ce meme problcme 
pour toutes les surfaces homographiques et correlatives. Demons- 
tration de ce theoreme ge"ne*ral po\ir les homographies qui conservent 
le plan de Tinfini; pour la transformation par polaires reciproqucs 

3G* 1~ 1'' 

relative au parabolo'fde ddfini par liquation z = -^ . Ces deux 

cas particuliers entrainent le theoreme general. Definition de V in- 
version composee: sa propricHe! fondamentale. Quand on sait rd- 
soudre le probldme de la deformation pour une surface (S), on sait 
aussi le resoudre pour toutes celles qui en .de'rivent par I'inversion 
cornpose'e, L'inversion composdc rattachee aux notions relatives 
aux formes quadratiqucs dont les coefficients sont constants. 



CHAPITRE V. 

Applications diverses. . , ................................................. 87 

fitude du cas particulier oil la surface (S,), qui correspond a (S) avec 
orthogonality des e'le'ments line'aires, se re*duit a un plan. Ce que 
deviennent alors les douze surfaces. -~ Application a la question sui- 
vante : determiner toutes les congruences rectilignes pour lesquelles la 
surface moyenne estun plan. On determine, parmi ces congruences 
rectilignes, celles qui sont forme'es des normales a une surface. fetude 
du probletne plus e*tendu : determiner toutes les surfaces pour lesquelles 
les de'veloppables form<^es par les normales de*coupent, sur la d(6veloppee 
moyenne, un re*seau conjugue". La solution de ce probl&me se ramene 
a la ddterminatiott de la deformation Infiiximent petite des surfaces 
minima. Cette ctetenniaation se ram&ne d^ailieurs a Tintegration 
d'ime Equation lin^aire harmonique. C'est de la m^me equation aux 
de*rive"es partielles que depend la determination des surfaces ayant 
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meme representation spherique de leurs lignes de courbure que la sur- 
face minima adjointe a la proposee. Comment on retrouve les sur- 
faces minima dans 1'etude de la deformation infiniment petite de la 
sphere. D6veloppement des calculs. Deformation infiniment 
petite d'une surface a courbure constante negative. L'une des douze 
surfaces devient alors une de ccs surfaces, considers en premier lieu 
par M. Voss, et surlesquelles il y a un re*seau conjugue exclusivement 
compose de lignes geodesiques. foude des developpantes de ces 
surfaces. Elles constituent Tune des nappes d'une congruence rec- 
tiligne pour laquelle les developpables correspondent aux lignes dc 
courbure sur les deux nappes de la surface focale. Demonstration 
geometrique des theoremes de M. Guichard, relatifs a ces surfaces. 
Le Ghapitre se termine par la demonstration d'un lemme dont il a 
ete fait usage dans la demonstration prdcedente, et qui est susceptible 
de nombreuses applications a Ja Iheorie des congruences rectilignes. 

CHAPITRE VI." 

Roulement de deux surfaces " i u 

Rappel des formules donnces au Livre VII, Chapilre III. Relations 
entre les qnantites D, D', D" de Gauss et les rotations p, q, /, /?,, <?,, 
/V Roulement d'une surface (0) sur une surface applicable (,). 
Formules donnees au Livre I; formules compiemcntaires. 
Comment on peut rattachcr a la consideration du roulemcnt une 
nouvelle methode de recherche des surfaces applicablcs sur une sur- 
face donnee. Tout mouvement particulier contcnu dans le deplace- 
ment general se ramene au roulcment d'une surface re*gl<5e sur une 
surface de meme nature et applicable sur la premiere. Premier cas 
oii ces surfaces regimes sont dveloppables. Extension cle la notion 
de reciprocite" relative aux tangentcs conjuguecs. Second mouvement 
particulier dans lequel les surfaces re'gle'es sont d^veloppablcs. Sys- 
teme conjugue commun a (6) et a (6J consider^ par Ribaucour. 
Theoremes cle M. Kcotiigs relatifs a ce systeme conjugu<i commun. 
La theorie des systcmes cycliques et le thdorcme fondamental du 
n 761 rattaches a la consideration du displacement dtuclic dans ce 
Chapitre. Propriety relative aux congruences engendrccs par des 
droites paralleles ct pour lesquelles les ddvcloppablcs sc correspon- 
dent. Propriety diverses des diff<Srents syslcmes cycliques que Ton 
peut ratlacher au meme deplacemenl. Comment la connaissance 
d'un couple de surfaces applicables peut conduire a une infinite de 
couples de surfaces admettant la meme representation sphe"rique. 

CHAPITRE VII. 

Les systemes cycliques et les surfaces applicable^ t i3n 

Rappel des formules etablies au Livre IV, Cfrap. XV 7 et relatives an sys- 
temer orthogonal forme par. les lignes de courbure., Relation entre 
les deux equations, ponctuelle et tangentielle, relatives au systSme 
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conjugue forme* par ces lignes. Determination des surfaces admet- 
tant la mme representation spherique qu'une surface donnee (23). 

Rappcl de la premiere solution. Theoreme de Ribaucour qui 
montrc que les surfaces cherchees admettentpour normales les cordes 
de contact d'une famille de spheres ayant letir centre sur la surface (S). 

Determination des systemes cycliques engendres .par des ccrcles 
normaux & (S). Propridtes ge*om6triques relatives auxr systemes 
cycliques. Propositions qui rattachcnt la theorie de la repre'senta- 
tion spherique a cello de la deformation des surfaces. Determina- 
tion des systemes cycliques ddduite d'un couple de surfaces applica- 
bles. Ce que deviennent les reseaux I, IT, III du Cbapitre III pour 
un couple dc surfaces applicables (), (0,). Definition nouvelle 
de la methodc cle transformation introduite au n 903 sous le nom 
^inversion composee. Les formnles qui permettent de defmir le 
roulement de (0) sur (0,). Determination de tous les systemes 
triples orthogonaux pour lesquels une des families est composee de 
surfaces a lignes de courbure planes dans tin systeme. 

CHAPITRE VIII. 

.Representation sphe'rique. Solution complete du probleme 169 

Emploi des coordonnees tangentiellcs a, p, , Reduction du pro- 
bleme de la representation spherique & 1'integration d'une equation 
aux ddrivees partielles du second ordre clont les invariants sont 
egaux. Les caracteristiques de cette equation sont les lignes cle 
courbure de la surface. Rapprochement entre les deux surfaces 
qui conduisent a la m^me equation du second ordre, Tune pour le 
probleme de la deformation infiniment petite, I'aulre pour le pro- 
bleme de la representation spherique. On retrouve la transfor- 
mation dc contact de M. Lie, Notions generates sur une classe 
etendue dc transformations dc contact. Application & celle de 
M. Lie. Recherche des surfaces pour lesquelles on sait resoudrc 
le probl^me de la representation spherique. On demonlre que, 
lorsqu'on sait resoudre ce proble"me pour une surface (), on peut le 
resondre, a l ; aide d'une simple quadrature, pour toutes les surfaces 
inverses des surfaces (S') admettant m6me representation spherique 
que (S). Ce procede, applique aux surfaces qui correspondent 

requation -^ 7- = o, fournit toutes les surfaces reellcs pour lesquelles 

on peut obtenir la solution complete du proble"me. Demonstration 
analytiquede ce resultat, Complements donnas aux developpements 
du Livre IV, Chap. VII. 

CHAPITRE IX. 

Surfaces & lignes de courbure planes ig& 

Premiere application des methodes pr^cedentes. Kappel des formulas 
propres ^ determiner les surfaces admettant une representation sphe** 
rique donn6e. Recherche des surfaces & Hgnes cle courbure 



544 TABLE DES MATIERES DE LA QUATRIEME PARTIE. 

Pages 

dans un systeme. Elles correspondent toutes a des Equations a in- 
variants egaux pour lesquelles la solution est de premier ou de se- 
cond rang. Methode de recherche directe : theoreme general qui 
permet de les determiner tres simplement au moyen de trois develop- 
pables dont 1'une (A) est isotrope et les deux autres (D), (D,) ap- 
plicables Tune sur Tautre avec correspondance des generatrices rec- 
lilignes. On deduit de cette proposition que, si une ligne de 
courbure plane est un cercle, toutes les autres sont des cercles, que 
si une d'elles est algebrique, touLcs les auires le sont aussi, etc. 
Mise en ceuvre de la generation prece'dente. Calculs et construc- 
tions geometriqnes propres & determiner la surface re"elle la plus e- 
nerale a lignes de courbure planes, sans aucun signe de quadrature. 

CHAPITRE X. 

Surfaces isothermiques a lignes de courbure planes ^17 

Rappel des differences classes de surfaces a lignes de courbure piancs rle- 
lermine'es ou etudiees dans le cours de cct Ouvrage. -- Indication 
de cas particuliers dans lesquels ces surfaces sont isothermiques. 
Recherche systematique des surfaces qui satisfont a cettc double con- 
dition d'avoir leurs lignes de courbure planes, au moins dans un sys- 
teme, et d'etre isothermiques. Mise en equation du problcme. 
Integration des Equations linaires anxquellcs satisfont les rotations. 

Tout se ramene a la determination d'une fonction h satisfaisant a 
<leux equations aux derivees partielles. Application de la theorie 
des fonctions doublement periodiques de seconde espeoe et des md- 
ihodes de M. Hermite a ceLle integration. La solution depend des 
fonctions elliptiques et comporte une fonction arbitrairc. Explica- 
tion de ce dernier resulLat et construction g<k>melrique de la surface. 

Gas particulier ou le module de la fonction clliptique devient nul. 

CHAPITRE XI. 

Surfaces a lignes de courbure spheriques a3<) 

Les surfaces a lignes de courbure spheriques dans un sysLumc corres- 
pondent & des equations aux derivees parlielles i invariants egaux 
qui sont du premier, du second ou du troisieme rang. Methode 
directe de recherche. Etant donnee une surface & lignes de cour- 
bure spheriques (S), il existe une infinite de surfaces (SJ de m6me 
definition, dependant d'une fonction arbitrairc et admcttant la m6me 
representation spherique. Theoreme de M. JJlulel. Construc- 
tion geometrique des surfaces (S ). Comment on peut, sansaucune 
integration, deduire toutes les surfaces & lignes de courbure spheriques 
des surfaces & lignes de courbure planes. Proprietes diverses : en 
a'ppliquant des inversions convenablement choisies chaque ligne 
de courbure, spherique de la surface, on peut Ics placer toules sur 
une t fftetne developpable isotrope. Definition de la rotation autour 
d'un cercle; proposition qui rapproche les surfaces ^ lifnes de cour- 
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burc splieriqucs des surfaces a lignes de courbure planes. Des sur- 
faces dont toutes les lignes cle courbure sc-nt planes ou spheriques. 
Leur determination serameneala solution de l'6quation fonction- 
nelle 



ResuUat : toules les surfaces clierchees derivent simplemcnt, soit 
<lu c6ne, soit de la surface dont les normales sont tangenles a un 
c6ne. 

CIUPITRE XII. 

Generalisatiojis diverses 267 

Systemes d'equations Jincaires aux de"rivees partielles du second ordre 
a n variables indtSpendantes dans lesquels chaque Equation ne con- 
tient qu'une diSrivee seconde prise par rapport a deux variables diflfe- 
rentcs. Forme type de ccs systemes, condition pour qu'ils admet- 
tent /i-4-i integrales lineairernent inddpendantes. Extension a ces 
systemcs de la mtHhode de Laplace. Comment on les integre lorsque 
la suite de Laplace se terniine dans un sens. Indication de ccrlains 
syst^mes generaux dont 1'int^grale pcut dtre obtcnue. Cas parlicu- 
liers. Applications g<$omdiriques. Systemes de coordonnees cur- 
vilignes a lignes conjugudes. Ges systemcs sont les seuls qui puis- 
sent corrcspondre a d'autres systemes, les plans tangents aux surfaces 
coordonn6es e*tant parallelcs pour les points correspondants. In- 
terpretation g^ome'lrique des substitutions de Lapjace gt5ne*ralis^es. 

Cas particulicr des systemes triples orthogonaux. TU(ioreme de 
M. Cornbescure. Demonstration dirccte cle ce the'or^me. Applica- 
tion. Determination d'une classe de systemes triples pour lesquels 
toutes Ics lignes de courbure sont planes. En cornbinant 1'inver- 
sidn avec le the"oreme de M. Combescure, on peut fairc dedver d'un 
systeme triple orthogonal une suite illimite'e de systemes analogues, 

Determination des systemes orthogonaux & lignes de courbure 
planes dans un seul systdme. Determination des systemes ortho- 
gonaux a lignes de courbure sph<Sriqucs dans un seul systeme. 



CHAPITRE XIII. 

Nouvelle$ classes de surfaces applicables 3o8 

Ce Chapitre est consacre a 1'exposition des r<5sukats nouveaux que Ton 
doit a M. Weingarten dans la recherche des surfaces applicables 
sur uae surface donne"e. La me"thode de M. Weingarten exige que 
Pon connaisse d<5j^i au moins une surface re'elle ou imaginaire admet- 
tant l^Ument lin^aire donn^. Kile fait d^pendre la determination 
de toutes les surfaces (0) admettant cet Kidmen t lin^aire de celle 
d'autres surfaces (S), satisfaisanta unecertaine Equation aux cT6riv^es 
s, qui 6tablit une relation entre les rayons de courbure prin*- 
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cipaux, les distances (Tun point fixe au plan tangent et au point de 
contact. Gas particulier ou les caractdristiques de cette Equation 
aux de*rive*es partielles sont les lignes de longueur nulle de la repre"- 
sentation spherique de (S). L'dlement lineaire est alors deTini par , 
la formule simple 



et liquation & integrer prend la forme simple 
d'o f (?) 



Indication des differentes formes de <|/(t>) pour lesquelles 1'inte- 
gration cst possible. Demonstration de diffe"rents requitals dus a 
MM. Weingarten, Baroni, Goursat. Les cas les plus intdressants font 
connaitre toutes les surfaces applicables sur le paraboloi'de clu second 
degre dont une gene*ratrice rectiligne est tangente au ccrcle de 1'infim. 
Reduction de 1'element lineaire de ccs surfaces a la forme dc Liou- 
ville qui permet l'intgration des lignes geocle'siques. 

CHAPITRE XIV. 

Dernieres recherches .............................................. . ..... 338 

Nouveau developpement donne* par M. Weingarten aux recherches pre*- 
cedentes. Probleme propose*. Etant donn6 un element lineaire, 
pour resoudre le probleme de la deformation, on mene par chaque 
point de la surface cherchee () une tangente faisant un angle dt$- 
termine, mais d'ailleurs variable, avec les courbes coordonne'es; puis 
on prend comme variables inddpendantes deux pararnetres quelconqucs 
propres & definir la direction de cette droite dans 1'espace. For- 
mation des Equations aux de*rive*es partielles auxquelles satisfont Ics 
coordonnees curvilignes it et 9 consid^rees comme fonctions de ces 
parametres. A ce propos, Ton rappelle et 1'on complete quclques 
propri<5tes de la ligne de stricLion des surfaces rdglte. ihant 
clonnee une congruence rectiligne, assembler les droites en surfaces 
r^glees dont les lignes de striction soient sur une des nappes focales 
de la congruence. Les proprie"t6s gdomctriques ^tablies pcrmettent 
de simplifier les equations qui determinent u et v et de les require 
a une seule Equation aux d<5riv^es partielles du second ordre. Hen- 
voi au Me*moire de M. Weingarten couronnd par TAcaddmie des 
Sciences, 
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